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Resumen

La dispersion de solutos es un fendmeno ampliamente estudiado debido a sus multiples aplicaciones en areas como la ingenieria
quimica, biomédica y ambiental. Sin embargo, algunos aspectos continiian siendo objeto de investigacion, particularmente el
efecto de la geometria del canal el cual influye directamente en la posicion y la varianza de la distribucion del soluto. Compren-
der la influencia de este parametro resulta fundamental para diversas aplicaciones. En este trabajo se analiza la dispersion de un
soluto en un fluido newtoniano que fluye a través de un canal axisimétrico de geometria arbitraria y se propone una expresion
para determinar la posicion media de la distribucion en funcion del tiempo. Los resultados muestran que la geometria ejerce una
influencia significativa en este comportamiento.

Abstract

Solute dispersion has been extensively studied because of its wide range of applications in chemical, biomedical, and environ-
mental engineering. Nevertheless, some aspects remain under investigation, particularly the effects of channel geometry which
directly influence the mean position and variance of the solute distribution. Understanding the role of that parameter is essential
for numerous applications. In this work, the dispersion of a solute in a Newtonian fluid flowing through an axisymmetric channel
with arbitrary geometry is investigated, and an expression for the time evolution of the mean position of the solute distribution is
derived. The results indicate that channel geometry has a significant effect on the mean position.
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Introduccion

El transporte y la dispersion de especies disueltas en flu-
jos de canal son de fundamental importancia en numero-
sas aplicaciones, incluyendo el transporte fisioldgico, el
procesamiento quimico y los sistemas microfluidicos. En
muchas de estas situaciones, comprender la evolucion es-
pacial y temporal de las distribuciones de solutos es esen-
cial para controlar los procesos de mezcla, separacion y
reaccion. En consecuencia, el analisis de los fendmenos
de dispersion ha recibido considerable atencion durante
las ultimas décadas.

Los fundamentos tedéricos de la dispersion de solutos
fueron establecidos por Taylor [1], quien investigd el
transporte de un soluto pasivo en un flujo impulsado por
presion a través de un tubo cilindrico. Demostro que,
tras un tiempo suficientemente prolongado, la difusioén
molecular radial homogeneiza las variaciones de concen-
tracion a lo largo de la seccion transversal, lo que permite
una descripcion unidimensional efectiva del proceso de
transporte. Posteriormente, Aris [2] generaliz6 el analisis
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de Taylor e introdujo el método de los momentos, propor-
cionando un marco riguroso para describir la evolucion
de la concentraciéon media y su varianza. En conjunto,
estos estudios constituyen la teoria clasica de dispersion
de Taylor-Aris.

Desde entonces, numerosas investigaciones han extendi-
do la teoria original a condiciones de flujo y geometrias
de canal mas complejas. En particular, la influencia de
los limites no uniformes ha suscitado un interés consi-
derable, ya que las variaciones geométricas pueden mo-
dificar significativamente las caracteristicas de transpor-
te del soluto. Brenner, en 1980 [6] desarrolld un marco
tedrico para canales espacialmente periddicos, mientras
que estudios posteriores examinaron la dispersion en
geometrias sinusoidales y no periddicas [7-9]. Mas re-
cientemente, Chang y Santiago en 2023 [10] analizaron
la dispersion de Taylor-Aris en canales axisimétricos
con radios que varian lentamente y derivo una ecuacion
efectiva que incorpora la influencia de la geometria en el
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transporte del soluto. Recientemente, Teodoro et al. [11] es-
tudiaron la dispersion de Taylor-Aris en un fluido viscoelas-
tico descrito mediante el modelo Phan-Thien-Tanner y desa-
rrollaron una formulacion para la evolucion de la posicion
media de la distribucion del soluto. En el presente trabajo se
retoma dicha idea en el limite newtoniano con el proposito
de obtener una expresion simplificada y analizar de manera
aislada el efecto de la geometria del canal.

Si bien la mayoria de los estudios se han centrado principal-
mente en el coeficiente de dispersion efectivo, la evolucion
del primer momento de la distribucion de concentracion
también es de interés practico. El conocimiento de la posi-
cion del centroide de concentracion proporciona informa-
cion util sobre la propagacion de especies disueltas y puede
contribuir al disefio y la optimizaciéon de dispositivos mi-
crofluidicos y procesos de separacion. Ademas, comprender
como esta magnitud depende de la geometria del canal pue-
de proporcionar informacién adicional sobre los mecanis-
mos de transporte involucrados.

En este trabajo, retomamos la dispersion de Taylor-Aris
en canales axisimétricos con secciones transversales que
varian lentamente bajo condiciones de flujo newtoniano.
Partiendo de la ecuacion de conveccion-difusion y em-
pleando la metodologia clasica introducida por Taylor y
Aris, se considera un modelo matematico reducido que
rige la evolucion de la concentracion media. Se presta
especial atencion a una expresion simplificada que pre-
dice la evolucion temporal de la posicion media de la dis-
tribucion del soluto. Se investiga el efecto de diferentes
geometrias de canal sobre esta magnitud y se evaltian las
predicciones del modelo simplificado mediante simula-
ciones numéricas.

Planteamiento del problema

La Fig. 1 ilustra la configuracion fisica del problema anali-
zado. Se considera un canal axisimétrico de longitud o; cuya
seccion transversal varia gradualmente en la direccion axial
de acuerdo con el radio a(z). El sistema se expresa en coor-
denadas cilindricas (7, z), tomando como origen el centro de
la entrada del canal. A través de esta geometria circula un
fluido newtoniano. La velocidad axial promedio del flujo
esta dada por:

U(z): Ioauz2ﬂrdr, (1)

2
mwa

donde u_ representa le velocidad axial del fluido. Ademas,
se considera un flujo volumétrico constante. Para una po-
sicion de z=0, la velocidad y el radio del canal corresponde
a U,y a, respectivamente. La variacion axial del radio es
suave y esta dada por f(z)= 0a/0Oz y una segunda derivada
Y(z)=d*a/0z*. La relacién geométrica de esbeltez del canal es
representada como e=a /<<l el cual permite simplificar el
modelo matematico considerando la teoria de la lubricacion.
Se considera un fluido estacionario originado por un gradien-
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te de presion, de tal forma que el caudal de flujo es constante.
Al utilizar dichas suposiciones y sustituir en las ecuaciones
de conservacion de cantidad de movimiento y de masa, con
condiciones de no deslizamiento para las paredes, se deter-
mina que la ec. (1) esta dada como:

Uz = a—z(—d—p), @)
8\ dz

donde 77 es la viscosidad del fluido y dp/dz representa el gra-
diente de presion axial.

Figura 1 - Un diagrama esquematico representa un canal axisimétrico de
forma arbitraria con un radio a(z) que varia lentamente, a través del cual
fluye un fluido no newtoniano.

Las velocidades tanto axiales como radiales u_expresadas en
funcion de la velocidad promedio dada en la ec. (2) fueron
calculadas como:

2

r
u,=2U|1-—|,
: e A3)

3
7

u,=2pU| === |, 4)
a a

Las ecs. (3) y (4) estan escritas en funcion de U(z), para evi-
tar la necesidad de que queden expresadas en funcion del
gradiente de presion, el cual varia a lo largo del canal, ya que
las variaciones geométricas producen que dicho gradiente
varie axialmente. Una vez descrita la hidrodinamica del pro-
blema se precede a realizar el analisis de Taylor.

La Tabla 1 muestra la nomenclatura utilizada a lo largo del
presente trabajo.

Tabla 1 — Nomenclatura utilizada en el trabajo

Simbolo Descripcion
a Radio del canal
a, Radio de referencial del canal
c Concentracion de soluto
<c> Concentracion media en la seccion transversal
¢’ Concentracion fluctuante
D Coeficiente de difusion molecular
D, Coeficiente de dispersion efectivo
Pe Numero de Péclet
r Coordenada radial
t Tiempo
Ul(z) Velocidad promedio del fluido
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Uo Velocidad de referencia del fluido

Ur’ U7 Componentes de la velocidad (radial y axial)
z Coordenada axial

P(2) Primera derivada del radio

v(2) Segunda derivada del radio

€ Relacion de esbeltez (a /o)

n Viscosidad dindmica del fluido

o Longitud del canal

Gt Coordenadas axial y temporal transformadas

Analisis de Taylor

Utilizando la ecuacion de conveccion-difusion para determi-
nar el campo de concentracion c¢(r, z, ) de un soluto neutro
transportado por un fluido newtoniano que fluye a través del
canal mostrado en la figura 1 se tiene:

oc oc oc 10( oc) &
—+u,—+u,—=D|——|r—|+— |, (5)
ot or Oz ror\ or) oz

En laec. (5) D el coeficiente de difusion molecular del soluto
dentro del fluido. De acuerdo con el analisis de Aris-Taylor,
se expresa una variable #como la suma de dos componentes:
una que se promedia sobre el area de la seccion transversal,
denotada como <9>:(2/a(z)2)f: ordr , Y una componente
fluctuante '. Por lo tanto, representamos & (7, z, f) de la
siguiente manera:

Q(V,Z,l)=(9)(z,t)+9'(r,z,t), (6)

Considerando la aproximacion dada en la ec. (6) para el cam-
po de velocidad dado en las ecs. (2) y (3) se tiene:

2
U, =U[1—2aL2J, (7)

—~
<
N
~—
Il

(ur)Z%U, u;:2BU(§—%—iJ, (8)

Sustituyendo la aproximacién de la ec. (6) en la ec. (5), se
obtiene:

M+6—c,+<ur>a—c'+u’a—c,+<uz>M+u’M

+
ot ot or ' or Oz 0z
' ' ’ 2 2 (9)
oc' , éc 16( o\ 0*{c) &%
(u)—+u. —=D|——| r— |+ —t+—
oz oz ror\ or oz oz

Siguiendo con el analisis de Taylor, la ec. (9) se promedia
transversalmente, se simplifica matematicamente utilizando
la regla de Leibniz, integracion por partes, regla de la cade-
na, obteniéndose:

@+ 2<u'> (ac'(a) —joac'dr) +<uZ>M+ <u' 6_c'> -

ot a oz " or
2u,)¢'(a)p +<u;a_c'>:D{a_2f+ga_a _2y¢(a)
a 0z 0z aor r—a a

(10)

Posteriormente se le resta la ec. (10) a la ec. (9) para obtener
una ecuacion de la concentracion fluctuante, resultando en:

oc’ oc' 2(u, , a, , oc'

5+<ur>;——22 )(ac (a)—jo cdr)+ur5—

<u;a_d>+u;ic)+<uz>a_c,+w_<u;6_c,>+
or Oz 0z a oz

6_1{6 12(,5) 28 2y¢'(a)

F oz o2 ror\  or) aor|._, a

ﬁa(rc’)

a’ oz

(11)
Andlisis de drdenes de magnitud para tiempos largos ~ o/U,

El analisis de Taylor nos sugiere que, una vez obtenida una
ecuacion para la componente fluctuante de la concentracion,
dada en la ec. (11), se proceda a realizar un analisis de orde-
nes de magnitud. En cuestion del tiempo, es posible identifi-
car distintas escalas de tiempo. Por ejemplo, una escala corta
relacionada con la difusion radial dada por ¢ ~ay/D, el tiem-
po de conveccion axial te~ofU, y el tiempo de difusion axial
t ~0°/D, donde tipicamente para un canal largo ¢ «z «t . El pro-
blema clasico de Taylor se centra en tiempos largos respecto
al tiempo caracteristico de difusion radial. En consecuencia,
el analisis se realiza utilizando la escala convectiva. Consi-
derando esta escala, se tiene que t~ € P,y t~P/c, donde
Pe=Ua /D es el nimero de Péclet que representa la compe-
tencia entre la difusion convectiva y la difusion molecular.

Para ello, se procede a adimensionalizar las ecuaciones, es
decir, expresar las variables en términos de variables sin
dimensiones, cuyo valor se encuentra normalizado con las
siguientes variables adimensionales sefialadas con el supe-
rindice superindice *: z=o z", 1=a, 1, a(z)=a, a'(z"), B (z)=-
BB (@), =(aU)t, u =U,u"_z, u=eUu, <c>= c,;<c™>y
c'=c,'c"*, donde ¢, y c, representan las concentraciones ca-
racteristicas del soluto para los componentes promediados y
fluctuantes, respectivamente, donde ¢'«c, porque c," es una
pequeiia desviacion en la concentracion del promedio de la
seccion transversal. Los valores de referencia de estas es-
calas caracteristicas son descritos en la Tabla 1. Al sustituir
dichas escalas en la ec. (11), se identifican términos que no

INGENIERIA MEcANlDAl

CONTROL DE LA DISPERSION DE UN SOLUTO POR MEDIO DE LA GEOMETRIA DEL CANAL |

TVLIDIA NODIAH]



EDICION DIGITAL

INGENIERIA MECANICA TECNOLOGIA Y DESARROLLO  Vol. 8 No. 4 (2026) 127 - 134

son relevantes para el fendmeno al ser mucho menores que
otros términos que dominan la fisica del problema. Despre-
ciando términos de orden c,/c~ €, €, € y regresando a su
forma dimensional se tiene la ecuacion para la concentracion

fluctuante como:

8 ! !
ool _p[1af ey 26¢
Oz ror\ or a or

} (12)

Tabla 2— Valores de referencia de parametros fisicos involucrados en el
trabajo [11,12].

Variable fisica Valor Unidades
Radio, a, 10 m
Longitud, o 1073 m
Velocidad, U, 1073 ms™!
Coeficiente de difusion molecular, D 107 m’s’!

Determinacion de la concentracion fluctuante y modelo de
concentracion promedio

La concentracion del soluto se encuentra sujeta a que lejos
de la region de estudio la concentracion es cero, ¢ (r, z—+o0,
1)=0, de simetria en el centro del canal dc/0r(0, z, £)=0y la
condicion de impermeabilidad en la pared que puede es-
cribirse como Vc(a, z, f)-n=0, donde Vc es el gradiente de
concentracion n es el vector normal a la superficie, el cual
depende directamente de la geometria. El gradiente de con-
centracion esta dado por:

vcz(laﬁ(rc) acj (13)

mientras que n esta dado por el gradiente de la funcion es-
calar que define el radio del canal, es decir, n=V(r—a(z))=(
1,—/3), por lo que la condiciéon de impermeabilidad se puede
expresar como:

oc

0z

ﬂ+l£(cr)

a or

=0 (14)

r=a r=a

La ec. (14) escrita en términos de <c>y ¢’, despreciando
términos de orden (€?) se tiene:

5<C> oc'
= Pt

r=a

-0 (15)

r=a

Sustituyendo la ec. (15) en la ec. (12) se obtiene la siguiente
ecuacion que permite calcular la concentracion fluctuante en
funcioén de la concentracion promedio, resultando en:

DLELra—C,jzu;a<c>+2Dﬁ ole) (16)
ror\ or 0z a Oz

Integrando dos veces la ec. (16) y sustituyendo u_" descrita
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en la ec. (7) para encontrar ¢’y considerando la condicion de
simetria y que el promedio transversal de cualquier variable
fluctuante es nulo, es decir, <c¢">=0, es posible encontrar la
siguiente expresion para ¢’ :

ool U(ﬁ_r_“z_“_z}ﬁ_f?[ﬁ_a_z} (17)
4 8a~ 12 a2 4

D oz
Una vez definida la concentracion fluctuante dada en la ec.
(17), es sustituida en la ec. (10) que representa la ecuacion de
conveccion-difusion promediada transversalmente y despre-
ciando términos de orden (€) y (¢?) se obtiene el modelo mate-
matico para determinar la concentracion promedio en funcion
de la posicion axial y del tiempo, el cual esta dado por:

20,26l 228). 2411 2]

ot 0z a 0z* 48D

(18)

La ec. (18) es una ecuacion de conveccion-difusion para
la concentracion promedio, la cual depende de su posicion
axial y del tiempo. Es comun en este tipo de modelo, iden-
tificar el coeficiente de dispersion efectivo expresado como:

2

D.=Dl1+-2

U> (19)
& 48D

El modelo descrito en la ec. (18) difiere de la ecuacion clasica
de Taylor tinicamente en el término que contiene /£, es decir,
para canales con radio constante, se recupera dicha solucion.

Propuesta para determinar la evolucion de la posicion pro-
medio

La ec. (18) es idéntica a la obtenida por Chang y Santia-
go [7] en su trabajo. En dicho trabajo, se explora que para
casos en donde la radio varia axialmente, el coeficiente de
dispersion efectivo es insuficiente para poder predecir como
se lleva a cabo el proceso de conveccion-difusion del soluto
y lo demuestran por medio de una variacion del método de
momentos para encontrar un modelo que describe la evolu-
cion de la posicion del centro de masa de la distribucion del
soluto y su varianza.

A continuacion, se presenta una propuesta para simplificar
la ec. (18) y pueda ser resuelta numéricamente y ademas,
se pueda obtener una expresion sencilla que permite deter-
minar la evolucion de la posicion promedio. Una solucion
clasica del modelo de Taylor para canales con radio cons-
tante consiste en proponer una nueva variable definida como
&=z—Ut, la cual permite simplificar el modelo matematico
en una ecuacion de difusion simple con solo dos términos la
cual puede ser resuelta de manera analitica por diversos mé-
todos. Dicha variable permite que el término convectivo sea
absorbido en el término difusivo. Bajo este hecho, se plantea
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la posibilidad de que exista una variable que ademas de que
permita absorber el término convectivo se pueda absorber el
efecto de la geometria. Bajo esta premisa se proponen dos
variables, t(¢) y {(z, £). Utilizando la regla de la cadena para
sustituir estas variables en la ec. (18) se tiene:

0z

a

g@<c>ﬂa@+%6<c>[U_wﬂj:D[%j2@[H

dt ot ot o oz oC o’

2

a
48D° Uz}

(20)

La ec. (20) puede ser simplificada significativamente si el
segundo y tercer término del primer miembro de la ecuacion
resultan nulos, es decir, si se satisface que:

%+3_€[U_2_Dﬂj:0 1)
ot 0Oz a

Asumiendo que el flujo masico es constante, es decir, que

Ua*=Ua, una solucién para la ec. (21) estd dada como:

dz-Uy
6= JUao “2DBa’ 22

Despreciando el término 2Dfa del denominador de la inte-
gral de la ec. (22) al ser de orden (¢), permite obtener una
variable sencilla escrita como § =f(a2/a02)dz—U0t. Esta pro-
puesta permite recuperar la solucion clasica para canales con
radio constante mencionada anteriormente y es consistente
con la presentada por Teodoro et al. [11] la cual fue desa-
rrollada para un fluido viscoelastico. Finalmente, por sim-
plicidad se puede suponer que t=¢. De esta manera se puede
escribir la ec. (18) como:

o{e) 0*{c)
! 23
at De// (C ) aZZ ( )
con:
, Da* 2
Dy (1) == {H YTV Uz} (4
0

La ec. (23) es una ecuacion de difusion, pero con un coeficiente
variable, ya que D ~depende de la coordenada z, la cual a su
vez se encuentra relacmnada directamente con la coordenada g
e indirectamente con t, ya que { depende de ¢. Al ser un canal
de forma arbitraria, es decir, al ser a y U funciones que no se
encuentran definidas, resulta imposible establecer una solucion
analitica para la ec. (23), sin embargo, es posible su resolucion
de manera numérica considerando una condicion inicial para
la concentracion media <c>(z,0)=6(z), donde d(z) es la funcion
de Dirac. En el Apéndice A se describe un pseudocodigo para
desarrollar en Python y resolver numéricamente la ec. (23) y asi
obtener la distribucion de concentracion en el espacio y en el

tiempo, pero dicho desarrollo y analisis se encuentra fuera del
objetivo de este trabajo.

Finalmente, para diversas aplicaciones resulta de mayor
relevancia el poder predecir la posicion temporal z de la
concentracion media, que coincide con el maximo de con-
centracion bajo la hipdtesis de distribuciones aproxima-
damente simétricas, en comparacién con la distribucion
completa del soluto que puede ser encontrada al resolver
la ec. (23). Bajo las suposiciones de este estudio, se tiene
que, a pesar de existir variaciones del canal, estas son pe-
queiias, por lo que otra suposicion es que la distribucion
de los canales es simétrica, por lo que la concentracion
maxima ocurre en d(z, £)=0. Por lo tanto, en para encon-
trar z , basta con encontrar las raices de z de la siguiente
expresion:

C(E,t)zjaa(f)dE—UOt =0 (25)
0

La ec. (25) para casos sencillos puede ser resuelta de ma-
nera analitica, pero en muchos casos resultara necesario
resolverse de manera numérica. En el Apéndice B se pre-
senta una propuesta de un algoritmo y codigo que puede
implementarse en Python.

Resultados

La posicién de la concentracion media constituye un pa-
rametro de interés en numerosas aplicaciones relacionadas
con el transporte y la separacion de especies. La propuesta
final obtenida en la ec. (25) resulta una expresion senci-
lla sobre la evolucidn de la concentracion media que para
algunas geometrias admite soluciones analiticas y permite
recuperar ¢l modelo empleado para el caso de canales con
radio constante.

0.3 . ,
©  Solucion de Chang y Santiago (2023)
Presente trabajo 3 = 0.001, eWi2 =0
0.2+ 0
%

0.1} ]

0 . .

0 0.1 0.2 0.3

—%

z
Figura 2 - Validacion de las soluciones obtenidas en este trabajo por
medio de una comparacion entre la evolucion de la concentracion media
en un canal convergente, utilizando la ecuacion (25) y los resultados
reportados por [10 ].
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8 I .
6 I .

IS
4+ 7 —_—a'=1 ]
-=-=-a'=1+0.012*
Bkl e @=1-00l> 1
o e a*: 1 + 0.1 Sin (Z‘)

0 , " g '

t *
Figura 3 - Resultados de la evolucion propuesta de la posicion de concen-
tracion media (z) para diferentes geometrias utilizando la ec. (25).

Los resultados en esta seccion son determinados a partir del
uso de variables adimensionales y el célculo de parametros
calculados a partir de los valores de referencia reportados en
la Tabla 2, los cuales son representativos de sistemas micro-
fluidicos tipicos. En estos sistemas, el transporte de solutos
estd dominado por la conveccidn, mientras que la difusion
molecular juega un papel secundario pero crucial en la ho-
mogenizacion transversal. La relevancia de estos parametros
radica en que permiten escalar los resultados a una amplia
gama de aplicaciones practicas, desde la dosificacion pre-
cisa de reactivos en laboratorios en un chip hasta el disefio
de sistemas de liberacion controlada de farmacos, donde el
control de la posicion y el tiempo de llegada de un soluto es
fundamental.

Para validar nuestra propuesta, se procedio6 a evaluar la rela-
cion de z con respecto a ¢ para un canal convergente y com-
pararla con coordenadas tomadas de los resultados numéri-
cos reportados por Chang y Santiago [10]. Esta comparacion
se puede observar en la figura 2 y tiene en cuenta los ajus-
tes necesarios a las variables adimensionales utilizadas en
ambos estudios, con parametros establecidos como Pe=10,
a=1-Pz y B=107. Se analizaron hasta #'<0.3, debido a que
ese es el rango de valores que muestran los autores y con
los que se puede realizar la validacion utilizando nuestras
escalas caracteristicas. La concordancia observada entre la
solucion propuesta y los datos obtenidos de [10] permite
establecer la validez del modelo en el dominio analizado.
Esta concordancia inicial es crucial, ya que, valida nuestra
propuesta en el régimen de tiempos cortos, donde los efec-
tos de la geometria comienzan a manifestarse. Es importan-
te sefialar que la ligera desviacion observada en la Figura 2
podria atribuirse a las aproximaciones de orden e realizadas
en la derivacion del modelo. Para tiempos mas largos, que
es donde el efecto de la geometria se hace mas pronunciado
(como se vera en la Figura 3), el modelo propuesto captura
de manera efectiva la tendencia general del transporte del so-
luto, proporcionando una herramienta analitica sencilla para
predecir su evolucion.

La comparacion con los resultados numéricos reportados
por Chang y Santiago [10] muestra una buena concordancia
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para el intervalo analizado, lo que sugiere que la expresion
propuesta en la ecuacion (25) constituye una aproximacion
adecuada para describir la evolucion del centroide de la dis-
tribucion. Sin embargo, la equivalencia de los resultados nu-
méricos de [10], coinciden hasta valores pequefios de nuestra
variable adimensional, por lo que un buen trabajo futuro sera
comparar la validez de nuestra solucion aproximada, compa-
randola con un régimen numérico mas amplio.

La figura 3 ilustra de manera clara como la geometria del
canal gobierna la evolucidn de la posicion media del soluto.
Se observa que la velocidad promedio del fluido aumenta en
regiones de menor seccion transversal (canal convergente) y
disminuye en zonas de mayor seccion (canal divergente), lo
que se traduce directamente en una propagacion mas rapida
o mas lenta de la distribucién de concentracidn, respectiva-
mente. Para tiempos #*>0.4, la diferencia en la posicién me-
dia entre el canal convergente y el divergente es evidente,
destacando la influencia acumulativa de la geometria en el
transporte a larga escala.

Por su parte, el caso sinusoidal exhibe un comportamiento
periddico en la velocidad de avance del soluto, con una alter-
nancia entre fases de aceleracion y desaceleracion en com-
paracion con el canal uniforme. Este fenomeno es notable en
todo momento, pero alcanza sus valores extremos (maxima
y minima desviacion respecto al caso uniforme) aproxima-
damente en '=0.4. Esto sugiere que el tiempo necesario para
que el soluto recorra un periodo completo de la geometria
sinusoidal modula su velocidad media. Este comportamiento
evidencia que las variaciones geométricas pueden utilizarse
como un mecanismo pasivo para modificar el transporte de
especies sin necesidad de introducir perturbaciones externas,
un principio de gran utilidad en el disefio de dispositivos mi-
crofluidicos para la manipulacion de fluidos.

Este comportamiento evidencia que las variaciones geométri-
cas pueden utilizarse como un mecanismo pasivo para modifi-
car el transporte de especies sin necesidad de introducir pertur-
baciones externas. La conservacion de la simetria observada
en las distribuciones de concentracion reportadas previamente
en la literatura respalda la hipotesis utilizada para establecer
que la concentracion maxima coincide con la posicion media.
En consecuencia, la ecuacion (25) proporciona una expresion
sencilla y fisicamente consistente para describir la evolucion
temporal del centroide de la distribucion del soluto.

Conclusion

En este trabajo se estudio la dispersion de un soluto en un
fluido newtoniano que fluye a través de un canal axisimé-
trico con geometria variable. A partir del analisis clasico de
Taylor-Aris se obtuvo una ecuacion de conveccion-difusion
para la concentracion media y se propuso una transforma-
cion de variables que permite expresar el problema como
una ecuacion de difusion con coeficiente variable. La expre-
sion obtenida recupera el resultado clasico de Taylor para
canales de radio constante.
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La principal aportacion de este trabajo reside en la obtencion
de una expresion simplificada, dada por la ecuacion (25), que
permite predecir de manera directa la evolucion temporal
de la posicion media del soluto sin necesidad de resolver la
ecuacion de difusion completa. Esta herramienta analitica es
de gran valor practico, ya que proporciona una vision clara
de como la forma del canal puede ser utilizada como un para-
metro de diseflo para controlar pasivamente el transporte de
especies. La formulacion propuesta conduce a una expresion
sencilla para describir la evolucion temporal de la posicion
media de la distribucion del soluto. Para el caso de un canal
de radio constante, la solucion recupera el resultado clasico
de Taylor, mientras que para geometrias variables permite
incorporar explicitamente el efecto de la forma del canal so-
bre el transporte del soluto.

Los resultados muestran que la geometria puede emplearse
como un mecanismo para modificar la propagacion de espe-
cies disueltas. En particular, los canales convergentes favo-
recen una evolucion mas rapida de la posicion media, mien-
tras que los canales divergentes producen el efecto contrario.
La comparacion con resultados previamente reportados en
la literatura mostr6 una buena concordancia, lo que respalda
la validez del modelo propuesto y su posible aplicacion en
problemas de microfluidica y procesos de separacion.

Como parte de nuestra linea de investigacion, este estudio
sienta las bases para extender el analisis a fluidos no new-
tonianos y geometrias mas complejas, donde los efectos de
acoplamiento entre la reologia del fluido y la geometria del
canal pueden dar lugar a fendmenos de transporte atin mas
ricos y controlables.
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Apéndice A.

Pseudocddigo para la resolucion de la ecuacion de difusion
con coeficiente variable

Algoritmo Crank-Nicolson modificado

1. Definir la geometria a(z).

[

Calcular U(z)=U a*/a’.

98]

Evaluar D’ (z) mediante (24).
4. Construir la malla espacial C,.

5. Aproximar la funcion delta mediante una gaussiana.

6. Formar las matrices tridiagonales A y B del método
Crank-Nicolson.

7. Resolver A c"™'=Bcn

8. Repetir hasta alcanzar el tiempo final.
9. Obtener la posicion del maximo de concentracion.

Este algoritmo puede escribirse en codigo Python de la si-
guiente manera:

# Parametros

Nz =500

Nt= 1000

dzeta = L/(Nz-1)
dt = tf/Nt

# Malla espacial
zeta = np.linspace(-L/2, L/2, Nz)

# Condicion inicial (aproximacion de delta de Dirac)
¢ = np.exp(-(zeta/sigma0)**2)
¢ = ¢/np.trapz(c,zeta)

for n in range(Nt):
# Calcular coeficiente de difusion efectivo

Deff =
D*(a(zeta)**4/a0**4)*(1+a(zeta)**2*U(zeta) **2/(48*D**2)) #

#Construir matriz tridiagonal de Crank-Nicolson
A, B = matrices CN(Deff,dt,dzeta)

# Resolver sistema lineal
¢ = np.linalg.solve(A,B@c)

# Graficar distribucion final
plt.plot(zeta,c)

Apéndice B.
Procedimiento numérico para determinar la posicion media

La ecuacion (25) permite calcular la evolucion temporal de
la posicion media de la distribucion del soluto. Para una geo-
metria arbitraria del canal, dicha ecuacidén puede interpre-
tarse como un problema de busqueda de raices y resolverse
numéricamente mediante integracion y métodos iterativos.

El procedimiento general es el siguiente:
1. Definir la geometria del canal mediante una funcion a(z).

2. Establecer los parametros del problema, incluyendo la ve-
locidad promedio de referencia UO y el radio de referencia a0.

3. Seleccionar un intervalo de tiempos sobre el cual se desea
determinar la evolucion de la posicion media.
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4. Para cada instante de tiempo t, construir la funcién
f2)=Z(a(E)/a)d & ~Ut.
5.Evaluar la integral numéricamente.

6. Encontrar la raiz de f(z)=0 utilizando un método iterativo
de busqueda de raices.

7. Almacenar el valor obtenido de Z.

8. Repetir el procedimiento para todos los tiempos conside-
rados.

9. Graficar la evolucion temporal de la posicion media del
soluto.

A continuacion, se muestra un ejemplo de implementacion
en Python utilizando las funciones quad y root_scalar de la
biblioteca SciPy.

from scipy.integrate import quad
from scipy.optimize import root scalar
import numpy as np

# Parametros
U0=1.0a0=1.0

# Geometria del canal
def a(z): beta = le-3
return 1 - beta*z # ejemplo convergente

# Funcion asociada a la ecuacion (25)

def f(z, t):

integral, = quad(

lambda xi: a(xi)**2/a0**2,
0,

z

)

return integral - UO*t

# Vector de tiempos
t_vec = np.linspace(0,100,100)

# Posicion media
z_bar =]

fortint vec:

sol =root_scalar(
lambda z: f(z,t),
bracket=[0,200],
method="brentq'

)

z_bar.append(sol.root)

El procedimiento descrito permite determinar la evolucion
temporal de la posicidn media para cualquier geometria del
canal definida por la funcién a(z).
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