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Resumen

En este artículo se sintetiza el mecanismo plano de seis barras de Stephenson I que satisface condiciones de posición, velocidad 
y aceleración en tres puntos para el problema de generación de movimiento, considerando una velocidad y aceleración angulares 
únicas para la manivela. Se plantearon las ecuaciones de síntesis mediante el método vectorial, y estas se resolvieron como un 
problema de optimización multiobjetivo, aplicando el método de la suma ponderada con la combinación convexa de funciones, 
normalizando las funciones objetivo y usando el enfoque de cota superior e inferior y el máximo de Pareto, así como el máximo 
absoluto. Lo anterior permitió que el punto a conducir del mecanismo lograra posicionarse de forma aproximada con respecto a 
los valores deseados, sintetizando mecanismos compactos con una manivela única que da giros continuos.

Abstract
In this paper a planar six-bar Stephenson I mechanism is synthetized which satisfies position, velocity, and acceleration conditions 
in three points for the motion generation problem, considering a unique angular velocity and acceleration for the crank. The syn-
thesis equations were formulated by the vector method, and they were solved as a multiobjective optimization problem, applying 
the weighted sum method and the convex function combination, normalizing the objective functions and using the upper-lower 
bound approach and the Pareto maximum, and the absolute maximum as well. This enabled the driving point of the mechanism 
to be positioned approximately with respect to the desired values, synthetizing compact mechanisms with a unique crank that is 
able to rotate continuously.
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Introducción 

El diseño cinemático de mecanismos es un proceso que invo-
lucra dos rubros importantes: síntesis y análisis [1]. El pro-
ceso de síntesis provee las dimensiones de un mecanismo, y 
en el proceso de análisis se encuentra la diferencia entre el 
comportamiento deseado (puntos de precisión) y el generado 
(puntos calculados), conocida como error estructural. Para 
poder minimizar el error estructural y hallar el mecanismo 
con el mejor rendimiento, se suelen utilizar métodos de op-
timización [2]. Dentro de la función de error estructural se 
encuentran involucradas condiciones de diseño, que repre-
sentan los objetivos que se buscan satisfacer, y a esto se le 
conoce como un problema de optimización multiobjetivo.

Gran parte de la investigación de la optimización multiobje-
tivo ha usado el método de suma ponderada [3] y la aplica-
ción de la computación evolutiva para resolver problemas de 
optimización multiobjetivo con dos o tres objetivos o funcio-
nes [4]. Un problema de optimización multiobjetivo se refie-
re a un problema para optimizar dos o más funciones simul-
táneamente, las cuales son normalmente conflictivas entre 

ellas [5].  Sin embargo, los valores de las diferentes funcio-
nes pueden tener diferentes unidades y/o distintos órdenes 
de magnitud significativos, por lo que, es usualmente nece-
sario transformar las funciones objetivo de tal manera que 
todas tengan órdenes de magnitud similares [6]. Un tema de 
interés en la síntesis de mecanismos planos es la síntesis con 
condiciones de posición, velocidad y/o aceleración. 

De acuerdo con trabajos anteriores, se ha buscado resolver 
la síntesis de mecanismos basados en diadas [10], de cuatro 
[7, 8, 11 – 14, 16],  o seis barras [9, 15], con condiciones 
de posición [9], posición y velocidad [7, 10, 13, 14, 16] po-
sición, velocidad y aceleración [8, 12, 15], aplicados a la 
generación de función [8], generación de trayectoria [7], de-
tenciones simples y múltiples [9], conducción de cuerpo rí-
gido [11], buscando el contacto de un cuerpo conducido con 
otros objetos [12], y considerando el objetivo de sintetizar 
mecanismos libres de colisiones [15]. De todos estos traba-
jos, los que utilizaron métodos de optimización aplicados a 
los mecanismos, pocos hablan de la necesidad de normalizar 
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funciones al utilizar objetivos de diferente naturaleza y no se 
menciona la síntesis con condiciones de posición, velocidad 
y aceleración lineal y angular en 3 puntos de precisión apli-
cados a mecanismos de seis barras.

En el presente artículo, se desarrolla el problema de síntesis 
del mecanismo de seis barras de Stephenson I para la gene-
ración del movimiento considerando tres datos de posición, 
tres de velocidad y tres de aceleración lineales y angulares en 
el plano, así como una velocidad y aceleración únicas para 
la manivela. Este será resuelto como un problema de opti-
mización multiobjetivo mediante la transformación de fun-
ciones, con la finalidad de que las funciones objetivo tengan 
unidades y órdenes de magnitud similares, además de que se 
presenta una propuesta de selección de valores para definir 
los máximos de Pareto y absoluto, debido a la dependencia 
de las ecuaciones de síntesis de aceleración con variables de 
posición y velocidad.

Conceptos cinemáticos.

Ecuación de posición

En la Fig. 1, se muestra una base fija (I0, J0) y una base móvil 
(i1, j1), tal que la posición de un punto P se define:

P R p� � ��            (1)

Donde:

P

p

R

� � �
� � �
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�
�
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� �            

(2)

Aquí, cθ=cosθ y sθ=senθ. Ver Apéndice A para el desarrollo 
de R(θ).

Figura 1 – Base inercial y base local.

Ecuación de velocidad

Para obtener la velocidad se deriva con respecto al tiempo 
la ec. (1):

 

 P R p R p� � � � � �� �           (3)

De la ec. (1) se tiene que p=R(θ)T P, sustituyendo en la ec. 
(3) para obtener la definición en P:

V W P R v� � � � � �� �
          (4)

Donde V=Ṗ, v=p y W(θ) es la matriz de velocidad angular, 
tal que:

W R R 
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(5)

Además de la ec. (5) se tiene:

 R W R� � �� � � � � � �           (6)

Ecuación de aceleración

Para obtener la aceleración se deriva la ec. (4) con respecto 
al tiempo:

     

V W P W P R v R v� � � � � � � � � � � �� � � �
       

(7)

Derivando con respecto al tiempo la ec. (5) y sustituyendo en 
las ecs. (4) y (6) se obtiene:

A H P W R v R a� � � � � � � � � � �  � � � � �, 2
         (8)

Donde A=V , a=v  y H(θ, θ) es la matriz de aceleración an-
gular, tal que:

H R R  
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(9)

Ecuaciones de síntesis

El análisis de posición de mecanismos crea lazos vectoriales 
y los eslabones se representan como vectores de posición. El 
análisis cinemático establece ecuaciones de posición, veloci-
dad y aceleración para el estudio continuo del movimiento. 
El problema de síntesis puede ser planteado como un pro-
blema de análisis cinemático discreto, es decir, se establecen 
ecuaciones de posición, velocidad y aceleración para j pun-
tos arbitrarios del movimiento del mecanismo. En la Fig. 2 
se muestra el mecanismo de Stephenson I. Las ecuaciones de 
síntesis de posición (PSin) se establecen como:

P P P P P 0Sin j j j pj1 � � � � �0 1 2        (10)

P P P P' P'Sin j j j j2 2� � � � � � �0 1 3 4j 0P P' 0
      (11)
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A A A A A 0Sin j j j pj1 � � � � �0 1 2        (18)

A A A A' A A' A' 0Sin j j j j j2 2 0
� � � � � � �0 1 3 4

      (19)

A A A' A - A A' 0Sin j j j j3 � � � � �0 1 5 4 0       (20)

Donde:

A A 0 A

A H P
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, , , ,� � � � � �A H Pkj ij ij kj k � �
      

(21)

Las ecs. (13), (17) y (21) utilizadas en las ecuaciones de sín-
tesis hacen uso de las ecuaciones matriciales (2), (5) y (9), 
respectivamente.

Conceptos de optimización

Método de la suma ponderada

El método de la suma ponderada se usa en la Optimización 
Multiobjetivo (OM), y usa ponderaciones para articular las 
preferencias del diseñador. El objetivo de estudio es minimi-
zar la siguiente función U [17]:

U w F xi ii

k
� � ��� 1         (22)

La literatura menciona que:

w tal que wi ii

k
� �

�� 1 0
1        (23)

Donde wi (i=1,…, k) es un factor de peso para la iésima fun-
ción objetivo. Si ∑i=1wi=1 y 0≤wi≤1, la suma ponderada es 
llamada combinación convexa de objetivos [18].

Transformación de funciones.

La OM involucra la toma de decisiones y la comparación de 
objetivos, que toman la forma de funciones matemáticas. Sin 
embargo, estas funciones pueden tener diferentes unidades 
y/o órdenes de magnitud significativamente diferentes, ha-
ciendo las comparaciones difíciles o irrelevantes. Por con-
siguiente, es necesario transformar las funciones objetivo de 
modo que tengan órdenes de magnitud similares [17].

Métodos de transformación.

En [17], se presentan diferentes métodos de transformación 
de funciones. Estos se clasifican según el rango de valores 
de la función transformada, y son: enfoque de cota inferior, 
alternativo de cota inferior, cota superior, cota superior e in-
ferior y el enfoque por escalarización.
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P P P' P P P' 0Sin j j j j3 0
� � � � � �0 1 5 4      (12)

Donde:

P P P
0 0 0 0 0 0
� � � � � � ��� �� � �� ��x y x y x yT T

pj pj pj

T
, , , , ,

´

     (13)

P R p pij ij ij ij i
Tx i� � � � � � �� , , , , , , ,0 1 2 3 4 5

� � �� � � � � �� � �P R p pkj kj k kj kj i
Tx k� � , , , , ,0 1 2 4

Figura 2 – Configuración del Mecanismo de Stephenson I.

Para hallar las ecuaciones de síntesis de velocidad (VSin), se 
derivan con respecto al tiempo ecs. (10) – (12):

V V V V V 0Sin j j j pj1 � � � � �0 1 2        (14)

V V V V' V V' V' 0Sin j j j2 2� � � � � � �0 1 3j 04j       (15)

V V V' V V V' 0Sin j j j j3 � � � � � �0 1 5 4 0        (16)

Donde:

V V 0

V W P
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(17)

Para determinar las ecuaciones de síntesis de aceleración 
(ASin), se derivan con respecto al tiempo ecs. (14) – (16):
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 Enfoque de cota superior e inferior

La función transformada tiene la forma:

F
F x F
F Fi

trans i i

i
máx

i

�
� � �

�

0

0
        

(24)

Donde:

Fi (x): Representa la i-ésima función objetivo.

Fi: mínimox{Fi (x) | x ∈ X}

Fi    : máximox{Fi (x) | x ∈ X}

Fi    : Representa a la función i-ésima transformada.

Generalmente Fi      tiene un valor entre 0 y 1 dependiendo 
de la exactitud con que se determinan Fi     y Fi . Fi      puede 
ser determinado como el máximo absoluto (si este existe) de 
Fi(x) o como una aproximación del máximo [17].

Así la función objetivo tomará las siguientes formas usando 
el máximo de Pareto descrito en la ec. (25) y el máximo ab-
soluto representado en la ec. (26):

UN w
F x F
F FP i
i i
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i
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k
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(26)

Síntesis del mecanismo de Stephenson I con condiciones 
de posición, velocidad y aceleración.

Se desea sintetizar un mecanismo de seis barras de Stephenson 
tipo I para las siguientes condiciones: (Ppj, ϕj, Vpj, ϕj, Apj,ϕj). 
Donde (Ppj, Vpj, Apj) y (ϕj, ϕj, ϕj) representan la posición, ve-
locidad y aceleración lineal y angular, respectivamente. En 
la Tabla 1 se muestran los datos a satisfacer para tres posi-
ciones.

El ángulo de la manivela ϕ4j se define como:

� � �
4 41 4

2 3 4j j j n� � �� , , , ...,       (27)

Donde j indica el número de puntos de precisión. La veloci-
dad y aceleración angular de la manivela son:

� �
4

2j rad s� /          (28)

�
4

0j �           
(29)

A partir de las ecuaciones de síntesis planteadas se forman 
las funciones objetivo. F1 es la función objetivo de la posi-
ción, F2 de la velocidad y F3 de la aceleración: 

F P PSin jkx Sin jkykj1

2 2

1

3

1

3

� �� ��� ��        
(30)

F V VSin jkx Sin jkykj2

2 2

1

3

1

3

� �� ��� ��    
    (31)

F A ASin jkx Sin jkykj3

2 2

1

3

1

3

� �� ��� ��        
(32)

Se transforman las funciones, siguiendo el siguiente proce-
dimiento.

• Minimizar cada una de las funciones Fi (x) sujetas a las 
restricciones. 

Al utilizar la función FindMinimum de Mathematica se mi-
nimiza la función F1 con las siguientes restricciones:

Tabla 1 – Datos para la síntesis.

Dato Valor

Posición 1

(xp1, yp1) (2.066, 10.051) cm

(xp1, yp1) (7.467, 10.099) cm/s

(xp1, yp1) (140.701, 148.738) cm/s2

𝜙21
180.965o

𝜙21
-0.601 rad/s

𝜙21
-8.958 rad/s2

Posición 2

(xp2, yp2) (2.066, 10.051) cm

(xp2, yp2) (7.467, 10.099) cm/s

(xp2, yp2) (140.701, 148.738) cm/s2

𝜙22
180.965o

𝜙22
-0.601 rad/s

𝜙22
-8.958 rad/s2

Posición 3

(xp3, yp3) (2.066, 10.051) cm

(xp3, yp3) (7.467,10.099) cm/s

(xp3, yp3) (140.701, 148.738) cm/s2

𝜙23
180.965o

𝜙23
-0.601 rad/s

𝜙23
-8.958 rad/s2

• Restricciones de posición de pernos y longitud de ba-
rras. Para sintetizar mecanismos compactos

7 ≤ x0 ≤ 15, 2 ≤ y0 ≤ 5, 12 ≤ x0 ≤ 17, 
1 ≤ y0 ≤ 4, 7 ≤ x1 ≤ 8, 5 ≤ x1 ≤ 6,
6 ≤ x2 ≤ 7, 6 ≤ x2 ≤ 7, 8 ≤ x3 ≤ 9,
1 ≤ x4 ≤2, 1 ≤ x4 ≤ 2, 7 ≤ x5 ≤8
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• Condición de Grashof. Para sintetizar mecanismos con 
una sola manivela.

x x x x x y yx4 5 1 0

2

0 0

2� � � � � �� � � � �� �       (33)

• Condición del ángulo para la manivela. 

� �� �
42 43
�          (34)

Las incógnitas son (x0, y0, x0, y0, x1, x1, x2 x2, x3, x4, x4, x5, ϕ1j, 
ϕ3j, ϕ41, ϕ5j, ∆ϕ42, ∆ϕ43). Los resultados del proceso de mini-
mización de F1 se representan como sigue:

x R P
1 1 1

*
,

� � � � �� �         (35)

Donde R1- representa al residual de la función y P1- contiene 
los valores de las incógnitas de posición. Para minimizar la 
función F2 se utilizan las restricciones usadas para minimizar 
a F1 y se añaden las siguientes:

• Restricciones de velocidad angular de las barras 1, 3 y 5.

� � � � � �5 5 5 5
1 3
 � �j j, ,

� � �5 55
� j          

(36)

Las incógnitas son las mismas de F1 y se añaden las siguien-
tes: (ϕ1j, ϕ3j, ϕ5j). Los resultados del proceso de minimización 
de F2 se representan como sigue:

x R P V
2 2 2 2

*
, ,� � � �� �� �         

(37)

Donde R2 - representa el residual de la función, P2 - contiene 
los valores de las incógnitas de posición, y V2 - contiene los 
valores de las incógnitas de velocidad.

Para minimizar la función F3 se emplean las restricciones 
usadas para minimizar a F1 y F2, y se añaden las siguientes:

• Restricciones de aceleración angular de las barras 1, 3 
y 5.

� � � � � �

� � �

50 50 50 50

50 50

1 3

5

 



� �

�
j j

j

, ,

       (38)

Las incógnitas son las mismas de F2 y se añaden las siguien-
tes: (ϕ1j, ϕ3j, ϕ5j) . Los resultados del proceso de minimización 
de F3 se representan como sigue:

x R P V A
3 3 3 3 3

*
, , ,� � � � �� �� �        (39)

Donde R3- representa al residual de la función, P3- contiene 
los valores de las incógnitas de posición, V3- contiene los va-
lores de las incógnitas de velocidad, y A3- contiene los valo-
res que toman las incógnitas de aceleración.

• Maximizar cada una de las funciones Fi(x)  sujetas a las 
restricciones.

Para maximizar las funciones, se aplica el mismo proceso 
descrito en el punto anterior, la única diferencia es que se usa 
la función FindMaximum de Mathematica. Los resultados 
del proceso de maximización de las funciones se representan 
como sigue:

x R P
1 1 1

*
,

� � � �� �� �         (40)

x R P V
2 2 2 2

*
, ,

� � � � �� �� �         (41)

x R P V A
3 3 3 3 3

*
, , ,

� � � � � �� �� �        (42)

Donde R1+, R2+R3+, representan a los residuales de las fun-
ciones F1, F2, F3, respectivamente, P1+, P2+, P3+, contienen 
los valores de las incógnitas de posición de las funciones F1, 
F2, F3, V2+, V3+, contienen los valores de las incógnitas de 
velocidad de las funciones F2, F3 y A3+ contiene los valores 
de las incógnitas de aceleración de F3.

• Formar una matriz de comparación de funciones, reali-
zando la evaluación de las funciones Fi(x) con los valo-
res que minimizan y maximizan a cada una.

La función F1 depende de la posición, es decir, F1=F(P). La 
función F2 depende de la posición y velocidad, es decir, F2=-
F(P, V). La función F3 depende de la posición, velocidad y 
aceleración, es decir, F3=F(P, V, A) .

En la Tabla 2, la fila 1 corresponde a la evaluación de las 
funciones F1, F2, F3 con los valores que minimizan a F1(x1

*-), 
F2(x2

*-), F2(x3
*-). La fila 2 corresponde a la evaluación de las 

funciones F1, F2, F3 con los valores que minimizan a F2(x2
*-), 

F3(x3
*-). La fila 3 corresponde a la evaluación de las funciones 

F1, F2, F3 con los valores que minimizan a F3(x3
*-). La fila 4 

corresponde a la evaluación de F1, F2, F3 con los valores que 
maximizan a cada una, es decir, se evalúa a F1 con x1

*+, F2 con 
x2

*+, F3 con x3
*+.

Se sustituyen los valores de (x1
*-, x2 

*-, x3
*-

 ) y (x1
*+

 , x2
*+

 , x3
*+

 ) 
en la Tabla 3.

Tabla 2 – Matriz de comparación de funciones simbólica.

Solución de 
las funciones

Valor de F1 Valor de F2 Valor de F3

x1  ,(x2  ,x3  ) F1(P1-) F2(P1-,V2-) F3(P1-, V3-, A3-)

x2  (x3  ) F1(P2-) F2(P2-,V2-) F3(P2-, V2-, A3-)

x3 F1(P3-) F2(P3-,V3-) F3(P3-, V3-, A3-)

x1  , x2  , x3 F1(P1+) F2(P2+,V2+) F3(P3+, V3+, A3+)
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Tabla 3 – Matriz de comparación de funciones numérica.

Solución de 
las funciones

Valor de F1 Valor de F2 Valor de F3

x1  ,(x2  ,x3  ) 0.0003 3713.28 462554

x2  (x3  ) 1204.18 7.4 × 10-15 181221

x3 970.994 5742.93 6.1 × 10-12

x1  , x2  , x3 5911.52 58122.3 6.5 × 10-6

Se determinan a los mínimos como los datos obtenidos al 
evaluar F1 con x1   , F2 con x2  y F3 con x3 , llamados F10, F20, 
F30 en la Tabla 4. 

Se determinan a los máximos absolutos como los datos obte-
nidos al evaluar F1 con x1

*+, F2 con x2
*+ y F3 con x3

*+, llamados 
F1

máxA, F2
máxA, F2

máxA en la Tabla 4.

Para determinar los máximos de Pareto se toma la evalua-
ción con los valores que no la minimizan, es decir, F1 con 
x2

*- y x3
*- , F2 con x1

*- y x3
*- , y F3 con x1

*- y x2
*-, y de cada par de 

valores, se elige el mayor y a este se le denomina máximo 
de Pareto, que están representados por: F1

máxP, F2
máxP, F3

máxP en 
la Tabla 4. 

Tabla 4 – Matriz de comparación de funciones esquemática.

Solución de las 
funciones

Valor de 
F1

Valor de 
F2

Valor de 
F3

x1
*-,(x2

*-, x3
*-) F10 Fv2 F3

máxP

x2
*-(x3

*-) F1
máxP F20 Fv3

x3
*- Fv1 F2

máxP F30

x1
*+, x2

*+, x3
*+ F1

máxA F2
máxA F3

máxA

• Para normalizar la función se usan los criterios:

• Aproximación acotada con el máximo de Pareto y el 
uso de la combinación convexa de funciones (ecs. (25) 
y (23)). Se asignan arbitrariamente los siguientes pesos 
para cada función:

 w1=0.8 (posición)

w2=0.1(velocidad

w3=0.1(aceleración)

Para resolver las ecuaciones de síntesis se sustituyen las ecs. 
(30) – (32) en la ec. (25) y se usa la función FindMinimum de 
Mathematica, utilizando las restricciones:

• Restricciones de longitud de barras. Se establecie-
ron a criterio libre para diseñar mecanismos com-
pactos.

 7 ≤ x1 ≤ 10,5 ≤ x1' ≤8, 6 ≤ x2 ≤ 8,

6 ≤ x2' ≤ 12, 8 ≤ x3 ≤ 10, 1 ≤ x4 ≤ 2,

1 ≤ x4' ≤ 2, 5 ≤ x5 ≤ 9

También se usó la condición de Grashof y la condición del 
ángulo para la manivela, cabe mencionar que estas condi-
ciones fueron planteadas en el proceso de minimización y 
maximización de las funciones.

Las incógnitas son:  (x0, y0, x0', y0', x1, x1', x2, x2', x3, x4, x4', x5, 
ϕ1j, ϕ3j, ϕ41, ϕ5j, Dϕ42, Dϕ43, β1, β2, β3, ϕ1j, ϕ3j, ϕ5j, ϕ1j, ϕ3j, ϕ5j)

• Aproximación acotada con el máximo absoluto 
y el uso de la combinación convexa de funciones 
(ecs. (26) y (23)).

Para resolver las ecuaciones de síntesis se sustituyen las ecs. 
(30) – (32) en la ec. (26), y se utiliza la función FindMini-
mum de Mathematica, y se usan las restricciones descritas 
con el uso del máximo de Pareto, así también, las incógnitas 
son las mismas presentadas anteriormente.

Resultados

Aproximación acotada con el máximo de Pareto y el uso 
de la combinación convexa de funciones

El mecanismo sintetizado se muestra en la Fig. 3.

Figura 3 – Mecanismo sintetizado con el máximo de Pareto.

Y las dimensiones obtenidas para un valor de la ec. (25) 
UNP=0.0000729403 son:

x0=12.38, y0=4.67, x0'=7.96, y'0=1.56,

x1=7.00, x1'=7.93, x2=6.00, x2'=6.00,

x3=9.99, x4=1.99, x4'=1.00, x5=5.83,

ϕ41=3.74º, β1=58.34º, β2=13.89º, β4=28.08º

En las Figs. 4(a), 4(b) y 4(c) se muestran en color azul las 
trayectorias angulares generadas por el cuerpo que contiene 
al punto P para posición, velocidad y aceleración, respec-
tivamente, usando el máximo de Pareto. Los puntos rojos 
representan los datos deseados del punto P que el mecanis-
mo necesita alcanzar. Se observa en la Fig. 4, que los datos 
deseados se encuentran muy aproximados a las trayectorias 
angulares. 
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Figura 4 – trayectoria angular para (a) posición, (b) velocidad, (c) acelera-
ción angular con máximo de Pareto.

En las Figs. 5(a), 5(b) y 5(c) se muestran en color azul las 
trayectorias lineales generadas por el punto P para posición, 
velocidad y aceleración, respectivamente, usando el máxi-
mo de Pareto. En la Fig. 5 los puntos rojos representan los 
datos deseados de P y se observa que los datos deseados se 
encuentran cerca de las trayectorias lineales.

Las gráficas son un indicativo de que mientras más cerca esté 
la línea azul de los puntos rojos el mecanismo cumple con la 
tarea requerida. Mientras más se aleja, el mecanismo pierde 
precisión y el error generado es más grande.

El controlar primeras y segundas derivadas en el proceso de 
síntesis, equivale a diseñar mecanismos con movimientos 
suaves, de esta manera las gráficas anteriores indican al di-
señador la eficiencia del mecanismo al realizar la tarea, me-
diante la cercanía de las curvas azules con respecto a los pun-
tos rojos de precisión que representan a los valores deseados.

Figura 5 – Trayectoria lineal para (a) posición, (b) velocidad, (c) acelera-
ción con máximo de Pareto.

En la Tabla 5 se muestran las diferencias encontradas entre 
los valores deseados y los valores obtenidos para posición 
lineal y en la Tabla 6 para posición angular.

Tabla 5 – Diferencia DPi con máximo de Pareto.
Pi calculado Pi  deseado DPi

(2.06639, 10.0887) (2.066, 10.051) 0.037

(2.76215, 10.8744) (2.733, 10.849) 0.038

(3.97695, 11.9532) (3.985, 11.988) 0.035

Tabla 6 – Diferencia Dϕ2i con máximo de Pareto.

ϕ2i calculado ϕ2i deseado Dϕ2i

180.882 189.965 0.083

177.952 178.075 0.122

173.075 172.882 0.192

En la posición lineal, la diferencia DP2 muestra un error 
máximo de 0.04 centésimas; y en la posición angular, la di-
ferencia Dϕ23 es de 0.2°, lo anterior muestra que se alcanzó 
un error estructural bajo en los puntos de precisión.
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En la Tabla 7 se muestran las diferencias encontradas entre 
los valores deseados y los valores obtenidos para velocidad 
lineal y en la Tabla 8 para velocidad angular.

Tabla 7 – Diferencia DVi con máximo de Pareto.

Vi calculado Vi deseado DVi

(7.85604, 9.7437) (7.467, 10.099) 0.526

(17.8807, 18.3419) (17.174, 18.43) 0.712

(27.1689,  20.9364) (27.031, 20.844) 0.165

Tabla 8 – Diferencia Dϕ2i  con máximo de Pareto.

 ϕ2i calculado ϕ2i deseado Dϕ2i

-0.589 -0.601 0.011

-1.279 -1.262 0.017

-1.893 -1.944 0.050

En la velocidad lineal, la diferencia DV2 muestra el error 
máximo de 0.8 décimas; y en la velocidad angular, la dife-
rencia máxima Dϕ23 es de 0.05, lo anterior muestra que el 
mecanismo produce un movimiento suave en los puntos de 
precisión en cuanto a la velocidad.

En la Tabla 9 se muestran las diferencias encontradas entre 
los valores deseados y los valores obtenidos para aceleración 
lineal y en la Tabla 10 para aceleración angular.

En la aceleración lineal, la diferencia DA3 muestra el error 
máximo de 15.3, y en la aceleración angular, la diferencia 
máxima Dϕ23 es de 0.42, lo anterior muestra que el mecanis-
mo probablemente requiera de más barras para poder reducir 
las aceleraciones lineales, sin embargo, esta muestra un buen 
control de las aceleraciones angulares.

Lo anterior muestra que el mecanismo tiene un buen control de 
las aceleraciones angulares, sin embargo, este probablemente 
requiera de más barras para poder reducir las aceleraciones 
lineales, o también permitir que la manivela tenga aceleración 
angular distinta de cero y en último caso modificar las restric-
ciones de longitud de barras inicialmente dadas.

Tabla 9 – Diferencia DAi con máximo de Pareto.

Ai calculado Ai deseado DAi

(139.889,154.829) (140.701,148.738) 6.145

(210.121,129.832) (202.045,126.347) 8.795

(98.4297,−46.7837) (109.882,−57.017) 15.358

Tabla 10 – Diferencia Dϕ23 con máximo de Pareto.

ϕ2i calculado ϕ2i deseado Dϕ2i 

−10.7104 −8.958 1.752

−13.5623 −13.98 0.417

−7.50692 −7.934 0.427

Aproximación acotada con el máximo absoluto y el uso 
de la combinación convexa de funciones 

El mecanismo sintetizado se muestra en la Fig. 6.

Figura 6 - Mecanismo sintetizado con el máximo absoluto.

Y las dimensiones obtenidas para un valor de la ec. (26)   
UNA=0.0000235334 son:

x0= 12.42, y0=4.67, x'0=12.38, y0'=2.11,

x1=7.01, x1'=5.73, x2=6.01, x2'=6.05,

x3=8.10, x4=1.00, x4'=1.00, x5=5.96,

ϕ41=30.5°, β1=77.0°, β2=172.8°, β4=101.5°

En las Figs. 7(a), 7(b) y 7(c) se muestran las trayectorias an-
gulares generadas por el cuerpo que contiene al punto P para 
posición, velocidad y aceleración, respectivamente, usando 
el máximo absoluto. Se puede observar que los puntos no se 
encuentran sobre ninguna de las trayectorias.

En las Figs. 8(a), 8(b) y 8(c) se muestran las trayectorias 
lineales generadas por el punto P para posición, veloci-
dad y aceleración, respectivamente, usando el máximo 
absoluto. Se observa que los puntos se encuentran sobre 
la trayectoria en la posición, en tanto a las trayectorias 
de velocidad y aceleración, los puntos se encuentran muy 
cerca de ella.

En la Tabla 11 se muestran las diferencias encontradas entre 
los valores deseados y los valores obtenidos para posición 
lineal y en la Tabla 12 para posición angular.

Tabla 11 – Diferencia DPi con máximo absoluto.

Pi calculado Pi deseado DPi

(1.90272,9.9241) (2.066,10.051) 0.206

(2.63184,10.7324) (2.733,10.849) 0.154

(4.34963,12.2182) (3.985,11.988) 0.431
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Figura 7 – Trayectoria angular para (a) posición, (b) velocidad, (c) acelera-
ción con máximo absoluto.

Tabla 12 – Diferencia Dϕ2i con máximo absoluto.

ϕ2i calculado ϕ2i deseado Dϕ2i 

181.215 180.965 0.250

178.608 178.075 0.532

171.817 172.882 1.065

En la posición lineal, la diferencia DP3 muestra un 
error máximo de 0.43 décimas; y en la posición angu-
lar, la diferencia Dϕ23 es de 1.06°, lo anterior muestra 
que se alcanzó un error estructural bajo en los puntos 
de precisión. En la Tabla 13 se muestran las diferen-
cias halladas entre los valores deseados y los obteni-
dos para velocidad lineal y en la Tabla 14 para veloci-
dad angular.

Figura 8 – Trayectoria lineal para (a) posición, (b) velocidad, (c) acelera-
ción con máximo absoluto.

En la velocidad lineal, la diferencia DV1 muestra el error 
máximo de 2.73 unidades; y en la velocidad angular, la di-
ferencia máxima Dϕ

.

2i es de 0.31, lo anterior muestra que el 
mecanismo produce un movimiento suave para la velocidad 
angular pero no en la lineal.

Tabla 13Tabla 13 – Diferencia DVi con máximo absoluto.

Vi calculado Vi deseado DVi

(6.81541, 7.44067) (7.467, 10.099) 2.737

(16.8317, 17.719) (17.174, 18.43) 0.789

(29.5763, 20.5205) (27.031, 20.844) 2.565

Tabla 14 – Diferencia Dϕ
.

2i con máximo absoluto.

ϕ
.

2i calculado ϕ
.

2i deseado Dϕ
.

2i

−0.282 −0.601 0.318

−1.176 −1.262 0.085

−1.963 −1.944 0.019
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En la Tabla 15 se muestran las diferencias halladas entre los 
valores deseados y los valores obtenidos para aceleración 
lineal y en la Tabla 16 para aceleración angular. En la acele-
ración lineal, la diferencia D A3 muestra el error máximo de 
38.38, y en la aceleración angular, la diferencia máxima Dϕ

..

23  
es de 4.60, lo anterior muestra que la aceleración lineal no 
se satisface y la aceleración angular puede ser considerada 
aceptable. 

Tabla 15 – Diferencia D Ai con máximo absoluto.

Ai calculado Ai deseado DAi

(119.058,157.568) (140.701,148.738) 23.375

(193.744,140.948) (202.045,126.347) 16.795

(91.5387,−90.7366) (109.882,−57.017) 38.386

Tabla 16 – Diferencia Dϕ
..

2i con máximo absoluto.

ϕ
..

2i calculado ϕ
..

2i deseado D ϕ
..

2i

−11.9363 −8.958 −2.978

−15.0046 −13.98 −1.024

−3.328 −7.934 4.606

A partir de las diferencias DPi, DVi, DAi, D ϕ2i , D ϕ
.

2i , D ϕ
..

2i 
calculadas se puede apreciar diferencias entre Pareto y abso-
luto, mostrando que los resultados usando el máximo de Pa-
reto son los mejores para alcanzar los objetivos propuestos. 

Conclusiones 

En este artículo se realizó la síntesis cinemática de un me-
canismo Stephenson I empleando la transformación de fun-
ciones objetivo y el método de la suma ponderada con la 
combinación convexa de funciones, para alcanzar los obje-
tivos de posición, velocidad y aceleración. Comparando los 
valores lineales máximos hallados, DPi, de 0.04 para Pareto 
y 0.43 para el absoluto se obtiene un porcentaje de variación 
de 90% a favor de Pareto. De manera similar, para la posi-
ción angular, D ϕ2i, de 0.2 para Pareto y 1.06 para absoluto, 
la variación es 81%, también a favor de Pareto. Para el caso 
de la velocidad lineal la variación es de 70%, y la angular 
de 83%. Finalmente, la variación en la aceleración lineal es 
de 60% y la angular es de 90%. Todas las anteriores a fa-
vor del máximo de Pareto, por lo que con esto concluimos 
que este proporcionó el mejor resultado entre ambos, siendo 
un diseño más apropiado para el control de movimiento. 
Por último, se propuso una manera de seleccionar valores 
máximos y mínimos para formar la matriz de comparación 
de funciones y normalizar las funciones para un proble
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Apéndice A

Obteniendo matriz de rotación R(ϴ) de la ec. (2). 

A partir de la Fig. 1, se define una base inercial (I0, J0) fija 
a la tierra y una base local móvil (i1, ji) unida a un cuerpo. 
La base inercial y local se expresan en sus respectivas bases 
como:

I J
0 0

1 0 0 1� � � � � �, , ,
T T

       (A1)

i j
0 0

1 0 0 1� � � � � �, , ,
T T

       
(A2)

El vector S se define en ambas bases:

S I J i j� � � �X Y x y
0 0 1 1        (A3)

A partir de la Fig.1, la base local (i1, j1) se expresa en función 
de la base inercial (I0, J0) :

i I J j I J
1 0 0 1 0 0
� � � � �c s s c� � � �,      (A4)

Donde cϴ=cosϴ y sϴ=senϴ. Sustituyendo ec. (A4) en la ec. 
(A3) y usando ec. (A1):

X Y xc ys xs ycI J I J0 0 0 0� � �� � � �� �� � � �     (A5)

X
Y

xc ys
xs yc

c s
s c

x
y

�

�
�

�

�
� �

�
�

�

�
�

�

�
� �

��

�
�

�

�
�
�

�
�
�

�
�

� �
� �

� �
� �      

(A6)

Renombrando: 

P R p� � ��         (A7)

Donde:

P p

R

� � � � � �

� � �
��

�
�

�

�
�

X Y x, y

c s
c c

T T, ,

�
� �
� �        

(A8)
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