INGENIERIA MECANICA
TECNOLOGIA Y DESARROLLO

Sociedad Mexicana de Ingenieria Mecénica

Fecha de recepcion: 23-11-2010
Fecha de aceptacion: 15-01-2011

Vol. 3 No. 6 (2011) 195 - 205

Balanceo de Rotores Rigidos sin Emplear Rodados de Prueba

Enrique S. Gutiérrez Wing', Jorge E. Aguirre Romano?,
Jorge Colin Ocampo’, Claudia Cortés Garcia’

'Departamento de Ingenieria Mecdnica, Centro Nacional de Investigacién y Desarrollo Tecnolégico

2Gerencia de Turbomagquinaria, Instituto de Investigaciones Eléctricas
Resumen

Se presenta un método para la correccién del desbalance de rotores rigidos montados en soportes flexibles. El método se basa
en la suposicién de que las frecuencias naturales, los factores de amortiguamiento y las formas modales del sistema rotor-soportes
pueden obtenerse de la respuesta del rotor a las fuerzas de desbalance que se pretende corregir, medida durante un arranque o
un paro. La novedad del método estriba en que, a diferencia de los métodos tradicionales, no se requiere usar modelos numéricos
del sistema ni medir su respuesta con fuerzas de desbalance conocidas para determinar la magnitud y posicién de las masas que
corrijan el desbalance.

El método que se presenta aqui se basa en la relacién que existe entre los pardmetros modales y espaciales del sistema rotor-
soportes. En este trabajo se deducen las ecuaciones que expresan estas relaciones y se describe cémo se utilizan para caleular las
masas de correccion del desbalance. La aplicacion del método se ilustra mediante un ejemplo numérico.

Este trabajo hace posible balancear rotores rigidos sin la necesidad de ejecutar rodados de prueba, y es considerablemente mads
simple que otros métodos con el mismo propdsito, ya que no se requiere un conocimiento detallado de la geometria o la construccidn
del rotor.

Abstract

A method for the correction of unbalance in rigid rotors mounted on flexible supports is presented. The method is based on the
assumption that the natural frequencies, damping ratios and non-normalized mode shapes can be obtained from the response of
the rotor-supports system to the unbalance forces that are to be cancelled-out, using data from a single run-up or run-down. The
novelty of the method lies in that, in contrast to traditional methods, neither numerical models nor measurements of the response to
known trial unbalances are required in order to determine the magnitude and location of the unbalance correction masses.

The method is based on the relationship that exists between the modal and the spatial parameters of the rotor-supports system.
The equations that express such relationships are derived here and their use for the computation of unbalance correction masses is
described. The application of the method is illustrated with a numerical example.

This work demonstrates the feasibility of balancing rigid rotors without trial balancing runs, and is considerably simpler than existing
balancing methods, since a detailed knowledge of the geometry and construction of the rotor is not required.
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Introduccion

El desbalance es una de las causas mds comunes de Para determinar estas masas y sus ubicaciones los métodos
vibracién en rotores, se origina en la distribucién no tradicionales de balanceo se basan en esquemas como
uniforme de masa alrededor del centro de rotacién del la determinacién de coeficientes de influencia [1], la
rotor y se corrige mediante el proceso de balanceo. eliminacién selectiva de componentes modales de vibracion

[2, 3] y combinaciones de ambos [4]. Estos métodos requieren

El balanceo consiste en la adicién o eliminaciéon de masas . . .
mediciones de la respuesta del rotor a su desbalance original,

de ubicaciones especificas del rotor. La magnitud de estas . « RS
la cual se mide en un “rodado inicial”’, y de la respuesta

masas su ubicacién se seleccionan de manera que las . .
Y a medida en uno o més “rodados de prueba”. Un “rodado”

fuerzas centrifugas que actdan sobre ellas al girar el rotor
es un proceso en el cual el rotor se acelera o se desacelera

se opongan a las fuerzas producidas por el desbalance . . . .
pong P P a través de un intervalo de velocidades preestablecido, de

original, y de esta manera se contrarresten sus efectos. . . .
manera que pueda medirse su respuesta vibratoria como
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funcién de la frecuencia de excitacién. Para el caso de
excitaciéon por desbalance esta frecuencia coincide con la
frecuencia de giro del rotor.

El “rodado inicial” se usa para medir la respuesta del rotor
al desbalance que se pretende eliminar. Este rodado es
necesario tanto en los métodos convencionales de balanceo
como en el que se propone aqui. Por otro lado, los “rodados
de prueba” se usan para determinar los efectos de masas
excéntricas conocidas sobre la respuesta del rotor, con el
propdsito de encontrar un arreglo de éstas que reduzca la
amplitud de la respuesta vibratoria a un valor que esté por
debajo de limites permisibles [5]. Los rodados de prueba son
necesarios en los métodos convencionales de balanceo, pero
no en el que se propone aqui.

Las técnicas existentes de balanceo sin rodados de prueba
requieren modelos numéricos detallados con los cuales sea
posible determinar los coeficientes de influencia del rotor sin
la necesidad de medir los efectos del desbalance sobre la
respuesta. Estas técnicas se basan en modelos de elementos
finitos [6, 7, 8] o de matrices de transicién [?].

A pesar de que los trabajos reportados hasta ahora hacen
teéricamente posible balancear un rotor sin la necesidad
de realizar rodados de prueba, construir un modelo
matematico representativo del comportamiento dindmico del
rotor requiere un tiempo considerable y en todo caso debe
calibrarse mediante datos experimentales.

En este documento se presenta un nuevo método de balanceo
con el cual no es necesario conocer los coeficientes de
influencia, contar con modelos numéricos del rotor, realizar
rodados de prueba ni contar con registros de balanceos
previos para determinar las masas de correccion. Unicamente
se requieren datos de un rodado inicial, a partir de los cuales
puedan determinarse las frecuencias naturales del sistema
rotor-soportes, los factores de amortiguamiento de sus
modos y las formas modales correspondientes a cada uno.
A estos pardmetros se les conoce como pardmetros modales.
Adicionalmente, se requiere conocer la masa del rotor y la
de los componentes de los soportes que se muevan con él
durante el balanceo. Como se desconocen las fuerzas de
desbalance del rotor, las formas modales que se determinan
del rodado inicial estdn escaladas arbitrariomente, de
manera que no es posible determinar directamente las
matrices de masa, amortiguamiento y rigidez del sistema a
partir de la respuesta del rotor en ese rodado.

BALANCEO DE ROTORES RiGIDOS

A pesar de que los rotores normalmente experimentan
flexién durante su funcionamiento, cominmente se balancean
en bancos con soportes suaves, en los cuales el rotor puede
girar mientras permanece prdcticamente rigido. En estas
condiciones, la vibracién del rotor se debe a la deformacién
de los soportes de la bancada, causada por las fuerzas de
desbalance que se transmiten hacia ellos a través del cuerpo
del rotor.
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Las técnicas de balanceo de rotores rigidos tienen algunas ven-
tajas sobre las de rotores flexibles: i) la respuesta sélo contie-
ne contribuciones de dos modos de vibracién, ii) la respuesta
en cualquier punto del rotor puede determinarse a partir de
aquella medida en dos puntos cualesquieraq, iii) las resonancias
ocurren a bajas velocidades, lo cual facilita la obtencién de da-
tos de vibracién resonante, a diferencia del proceso para ro-
tores flexibles, cuyas resonancias ocurren a altas velocidades.
El balanceo de rotores rigidos generalmente se realiza
como un paso previo al balanceo fino de un rotor en
sus chumaceras con el fin de reducir el desbalance
grueso del rotor antes de ponerlo en operacién.
Como la respuesta de un rotor rigido sélo presenta componentes
de dos modos de vibracién, su balanceo Unicamente requiere
dos planos para la colocacién de masas de correccién.

DINAMICA DE UN ROTOR RiGIDO

La Figura 1 muestra un diagrama de un montaje tipico para
balanceo en bancadas suaves. El rotor estd montado en dos
soportes flexibles que le permiten desplazarse sélo en direc-
cién vertical. Cada soporte puede modelarse como un sistema
de un grado de libertad que contribuye a la masa, la rigidez y
el amortiguamiento del sistema rotor-soportes. El sistema tiene
dos grados de libertad.

Aunque las fuerzas de desbalance estdn distribuidas a lo
largo del rotor, la consideracién de que éste permanece
rigido hace posible representarlas como una fuerza resultante
que actia en su centro de masa asi como un par resultante.
Alternativamente pueden representarse mediante dos fuerzas
que actdan en planos de balanceo distintos [5].

La ecuacién de movimiento del rotor mostrado en la Figura
1 es:

MY O+ (0} +[K)x (0} = (1) m

donde M, C y K son matrices reales, simétricas, de dimensiones
2x2 que representan las propiedades inerciales, disipativas y
eldsticas del sistema rotor-chumaceras.

l
4
5. i ] .. . ! Tu0. 50
! ]
CG.
Chumacera 1 H Chumacera 2

I

Figura 1 Rotor rigido montado en una bancada suave

{X(t)}:{%(t) xz(t)}T es el vector de respuesta adl

T
desbalance enel dominio deltiempoy {f(t)} = {f1 (t) b (t)}
es el vector de componentes verticales de las fuerzas de
desbalance.

Matriz de masa
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Con respecto al sistema coordenado formado por x, x, y
por las fuerzas f, vy f, en la Figura 1, la matriz de masa del
rotor es:

l my (E_ZCG)2 +eg

mrfcc(g_écc)_lcc (2)
& mpl o (Z_ZCG)_ICG

2
mpl "+ 1

donde C.G. denota el centro de masa del rotor, ECG indica la
ubicacién de este punto e /. es el momento de inercia trans-
versal del rotor con respecto al mismo punto. El procedimiento
que conduce a la matriz de masa se presenta en el Apéndice
A. La suma de los elementos de la matriz de masa es igual a
la masa total del sistema, m,,, esto es:

ml mZ
M= . mp=m+2m, +m, (3)

m, m

En una seccién posterior se mostrard que esta ecuacién
proporciona un pardmetro de escala crucial para la
determinacién de masas de balanceo para un rotor rigido.

Matrices de amortiguamiento y de rigidez

Las caracteristicas de amortiguamiento y rigidez del sistema
que nos ocupa estdn determinadas por las propiedades de
los soportes. Cuando la vibracién del rotor se mide en los
soportes estas matrices son diagonales, pero en general las
matrices son sélo simétricas. La excepcién es el caso en que la
respuesta del sistema y las fuerzas de excitacién se expresan
en distintos sistemas coordenados, lo cual puede resultar en
matrices asimétricas de amortiguamiento y de rigidez.

En la discusidon que sigue, los grados de libertad serdn los
desplazamientos del rotor en sus soportes y las fuerzas de
desbalance se calculardn para estos puntos. A través de
transformaciones lineales se calculardn pares de fuerzas que
sean equivalentes a las ya calculadas, pero que actien en los
planos de balanceo.

Valores y vectores caracteristicos del sistema rotor-
chumaceras

Durante un rodado el rotor se acelera o se desacelera
lentamente dentro de un intervalo de velocidades que se
establece para que el sistema cruce sus dos resonancias,
mientras alcanza un estado estable de vibracién a cada
velocidad dentro de dicho intervalo. Como la distribucién de
masa que provoca el desbalance del rotor gira con él, las
fuerzas centrifugas que actian sobre el rotor desbalanceado
son arménicas con respecto a una direccién espacial fija, por
ejemplo la direccién vertical en la Figura 1, y su frecuencia
coincide con la frecuencia de giro del rotor. En un sistema
lineal esto produce una respuesta también arménica y de la
misma frecuencia. La fuerza y la respuesta se representan en
forma vectorial en el dominio de la frecuencia a través de:

{r(t)} = {F(w)}e (4)
{x()} = {X(w)}e (5)

Sustituyendo estas expresiones en la Ecuacion (1), se obtiene
la ecuacién de movimiento del sistema rotor-soportes en el
dominio de la frecuencia [10]:

—wQM-i-iwC-l-K]{X(w)}:{F(w)} (6)

En el resto de este documento los vectores X(W> y F(W) se
expresardnsélocomo Xy F, respectivamente. La representacién
de la Ecuacién (6) en el espacio de estados es [11]:

wX 0,
g

donde O representa a una matriz de ceros de dimensiones
2x2 y 0, , es un vector de ceros de dimensiones 2x1. Los
pardmetros modales del sistema se obtienen de la solucién

0 M
M C

M o0
0 -K

iw

al siguiente problema de valores y vectores caracteristicos:

)\r’lbr _{02X1}7 ISTS4 (8)
'll)r 02><1

El sistema posee cuatro juegos de valores y vectores

0 M
M C

M 0
0 K

A

r

caracteristicos, los cuales forman dos pares complejos conjugados
y esto se debe a que las matrices del sistema son reales. Los
pardmetros modales se pueden ensamblar en una matriz de
manera que las propiedades espaciales y modales puedan
relacionarse mediante una sola ecuacién matricial, la cual retne
las cuatro ecuaciones que resultan de la Ecuacién (8):

0 MI||WA TA|[A 0O M 0] TA TA 00
M Clleg ¥ |lo A| |0 K||l®g o | (00
(9)

Para el sistema rotor-soportes de dos grados de libertad, los
bloques ¥ y A pueden definirse como:

RN ANE

(SRS

A0

0 (10)

donde wv wz, A,y A, son escalares.

Vectores caracteristicos normalizados

Existen multiplicadores para cada uno de los vectores
caracteristicos no-normalizados del sistema, que adl
ensamblarse en dos matrices, D, y D, , conducen a una
version normalizada de los vectores a través de [11]:

PA A |[TA TAD, 0
) B 1
®* @ ¢ ¥ [0 D, ()

Por otra parte, existe un juego de vectores caracteristicos
normalizados que satisface las transformaciones bilineales
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que resultan de las siguientes ecuaciones matriciales:

oA A0 M|oA @A [1 0
® o |[M Ccllo o | |01 (12)
oA A [M 0o oA [A 0 13)
® @ |[[0 K[|®o @ | |0 A

RELACIONES ENTRE LOS PARAMETROS MODALES Y
ESPACIALES

Usando las Ecuaciones (12) y (13) es posible expresar las
propiedades espaciales del sistema en funcién de los pard-
metros modales. Si estas ecuaciones se reescriben como:

7

o M|" |-M'cm?t M| (@A @'A|[eA @A
M ¢l | mt cl|l | & | & &
(14)
o] M o dA A|A o] oA @A
0 K| | o K » @ |0 A > B

(15)

y se utiliza la relaciéon & = ¥D, , que se deduce de la Ecua-
cién (11), para expresar estas dos Gltimas ecuaciones en fun-
cién de los vectores caracteristicos no-normalizados, se llega
a las siguientes relaciones entre los pardmetros espaciales y
modales del sistema:

oD%’ + ¥'D,’¥! =0 (16)
UDAY! + UD2ATH =M (17)
DAY + D, (A T = MeM ! (18)
WD AT + D) (A) W = K (19)

El interés por utilizar vectores caracteristicos no-normalizados
se debe a que éste es el Unico tipo de vector que puede ob-
tenerse a partir de la respuesta del rotor en un rodado inicial,
ya que no se conocen las fuerzas que producen la respuesta.

Las relaciones dadas en las Ecuaciones (17)-(19) pueden es-
cribirse en la siguiente forma simplificada, que se deduce en
el Apéndice B:

UG =M (20)
VG =C (21)
WG =K (22)
donde:

G=(wpw’)’ (23)
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U= {(wraw’) - [wraer )} (24)
V-_U {(\IJ’TA"’\IIT)f [@*H (a) w } U (25)
W= —{(\I}’TA’IlIJT ) - [\IJ’H ()" }71 26,

Las matrices U, V, W, G, M, C y K de las Ecuaciones
(23)-(26) tienen dimensiones 2x2. Las matrices U, V y W
pueden determinarse del andlisis modal de la respuesta al
desbalance del sistema rotor-soportes durante el rodado
inicial. En contraste, la matriz G no puede determinarse de
esas mediciones, dado que es una funcién de los elementos
desconocidos de la matriz D .

Ahora se describird la manera en que pueden utilizarse estas
ecuaciones para determinar los elementos, Gy de la matriz G.

Si los elementos de cada una de las matrices de la Ecuacién
(20) se escriben explicitamente, ésta puede reescribirse de
la siguiente manera:

Uy U |19 e my My
= (27)
Uyp U || 921 Y22 My My
y de aqui puede deducirse la siguiente expresion:
My = (U195 + Walay) = (U 01y + UnyGy;) (28)
o, alternativamente:
{“21 Ugg  —Uy —Up }§ =0 (29)

N T
donde 9 = {911 9o1 Y12 .‘]22} es una representacion vecto-
rizada de la matriz G.

Similarmente, usando las Ecuaciones (20) y (21) pueden
obtenerse las siguientes ecuaciones:

{1’21 U~V _Ulz}ﬁzo (30)

{“’21 Wyy  —Wyy _wu}ﬁ =0 (31)

Las Ecuaciones (29)-(31) forman un sistema de ecuaciones
homogéneo cuyas incégnitas son los elementos de la matriz
G. Se requiere una ecuacién adicional para calcular los
elementos de G como solucién Unica al sistema. Esta es la
Ecuacién (4), que expresa la masa total del sistema rotor-
soportes como la suma de los elementos de la matriz de
masa. Usando esta ecuacidon junto con la Ecuacién (27) se

obtiene la siguiente expresién:
my 4 2my 4 my = (U39 + U0s1) + 2w + Uppgay) +

32
115 + Upy0) = Mg (32)
o, alternativamente:

{“11 Uy 2upy Uy 2upy + “22}5 = mp (33)

Esta ecuacién y las Ecuaciones (29)-(31) pueden usarse para
determinar los elementos de la matriz G:
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Uy Upy Uy Uy In

Uyy Vg —Un et 9| _ 0 (34)
Wyy Wy —Wy —Wyy 912 0

gty 20y Uy 2wy Uy || Gy mp

omo se mostrard en la siguiente Seccidn, la matriz G es la base
C 1 | te S | trizGeslab
para el computo de las masas de balanceo para el sistema.

CALCULO DE MASAS DE BALANCEO

Utilizando las relaciones entre los pardmetros espaciales y
modales dadas en la Ecuaciones (12) y (13) se obtiene la
siguiente relacién entre la respuesta del sistema y las fuerzas
de desbalance:

“(e7F
®IF

iwl — A 0

4 . (35)
0 wl — A

in} dA PN

X ® P

Con base en las relaciones entre los vectores caracteristicos
normalizados y los no-normalizados dadas en la Ecuacién (11)
y en la definicién de la matriz G dada en la Ecuacién (23),
la relacién entre la respuesta y las fuerzas de desbalance
puede expresarse como:

{x) -

Wil - A) O W (WA \Il*’th’lHF}
(36)

o alternativamente como:

(F} = [G][\I/(z‘wl A (- A \I/**lr (x}
(37)

En esta ecuaciéon las matrices de valores y vectores caracte-
risticos no-normalizados se obtienen del rodado inicial del
rotor, mientras que la matriz G se calcula siguiendo el proce-
dimiento descrito en la seccién anterior. Entonces, si el vector
de respuesta al desbalance, X , se conoce para cada fre-
cuencia de giro, ® , el vector de fuerzas de desbalance, F,
puede determinarse directamente como una funcién de dicha
frecuencia.

Es necesario tener en cuenta que la Ecuacién (37) estd basa-
da en la suposicidn de que los desplazamientos del sistema y
las fuerzas que actian sobre él estdn definidos en los mismos
sistemas coordenados. Si se requiere conocer un conjunto de
fuerzas equivalentes, {F}, , .. que actuando en los planos
de balanceo tenga el mismo efecto que las fuerzas calcula-
das a través de la Ecuacién (37), entonces debe usarse una
matriz de transformacién, A, tal que:

-1
F —AG| Tl —A) O - W (Wl - A e (X
PLANOS

(38)

En esta ecuacién la matriz A expresa la relacién entre las re-
presentaciones de las fuerzas de desbalance en dos sistemas
coordenados distintos: uno formado por vectores unitarios

en los puntos de medicién de vibracién, y otro formado por
vectores unitarios en los planos de balanceo. Si la vibracién
se mide en los planos de balanceo entonces A es la matriz
identidad. Si se utilizan las siguientes definiciones para la res-
puesta y las fuerzas de desbalance:

o={) e ={a] P

F
P1

E (39)
P2

entonces A es la matriz que relaciona los vectores de fuerza

{F], F2} con {FPI’

res tengan la misma fuerza y momento resultantes. Por ejem-

FPZ} bajo la condicién de que ambos vecto-

plo, para el sistema mostrado en la Figura 2, la matriz A es:

1|4, +d L +d—-1
A=- 4
dl -, -1 (40)
Fr Fpy
X, Fy I X, Fr
A " 4
Tp1 4 | p2
|
e Jo oo ¥
N

Figura 2 Coordenadas alternativas de fuerza

Finalmente, para calcular las masas de balanceo debe consi-
derarse que las fuerzas de desbalance son proporcionales al
cuadrado de la velocidad de rotacién, asi como a las distan-
cias radiales, 7, y r,, respectivamente, entre el eje del rotor
y los pozos para cada uno de los planos de balanceo. Estos
pardmetros estén relacionados mediante:

0

Tp2

2
{F} _|emr, .
PLANOS -
202 ) DESBALANCE

{ " ]
m
P2 ) DESBALANCE

(41)

Las masas de balanceo entonces pueden calcularse con la
siguiente ecuacién:

.
™2 J corrEccion W’ =l
lxp(iwl—A)’l v v (-] ‘I’u] {x}
(42)

donde el signo negativo se afiade para expresar que las
fuerzas de balanceo son directamente opuestas a las fuerzas
que producen la vibracién original.

PROCEDIMIENTO DE PRUEBA Y DE ANALISIS

La aplicacién del método de identificacién y correccién de
desbalance que se presentd en las secciones anteriores se
realiza de la siguiente manera:
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Paso 1. Medicidn de la respuesta al desbalance que se desea
eliminar durante un arranque o paro del rotor.

Paso 2. Andlisis modal de la respuesta. Realizar un andlisis
modal de la respuesta para determinar las frecuencias natu-
rales, los factores de amortiguamiento y las formas modales
no-normalizadas del sistema rotor-soportes.

Paso 3. Construccién de las matrices de pardmetros modales.
Con los pardmetros modales que se identificaron, formar las
matrices de valores y vectores caracteristicos, A y ¥, respec-
tivamente, de acuerdo con la Ecuacién (10).

Paso 4. Cdlculo de las matrices U, V y W usando las Ecuacio-
nes (24)-(26). Es importante notar que para el célculo de estas
matrices no requieren los vectores caracteristicos normalizados,
sino los no-normalizados que se obtienen del rodado inicial.

Paso 5. Cdlculo de los elementos de la matriz G empleando
la Ecuacion (34).

Paso 6. Cdlculo de la matriz de transformacién de fuerzas a los
planos de balanceo. Si las masas de correccién se colocardn en
estaciones del rotor distintas a aquéllas en las cuales se midié
la respuesta en el inciso 1, determinar la matriz A a partir de
las distancias entre los soportes del rotor y entre éstos y los
planos de balanceo, de acuerdo con la Ecuacién (40).

Paso 7. Cdlculo de las masas de balanceo. Determinar los ra-
dios de colocacién, r,, y r,, , de las masas de correccién en
cada uno de los planos de balanceo y calcular las masas de
correccion de acuerdo con la Ecuacién (42).

Como Ultimo paso del balanceo se deberdn instalar en los pla-
nos correspondientes las masas de balanceo que se calcularon.

EJEMPLO NUMERICO

En esta seccidn se presenta un ejemplo ilustrativo del uso del
algoritmo que se describié en la seccién anterior para el cdl-
culo de masas de balanceo. El ejemplo se basa en el rotor
que se muestra en la Figura 3. El desbalance que se utiliza es
debido a dos masas excéntricas colocadas en el borde exte-
rior de los discos. El método no esté limitado a casos con este
tipo de desbalance. En general el desbalance puede estar
distribuido a lo largo del rotor, pero independientemente de
la distribuciéon que tenga, en cualquier caso es posible de-
terminar un desbalance equivalente que produzca el mismo
efecto en el rotor que el desbalance distribuido. Esto se discu-
te mas ampliamente en el apartado Desbalances equivalentes
de la seccién Discusion.

800 mm

500 mm

S|
200 mm "
—>H<—15 mm —>| 15 mm 200 mm

!

mp, 1\ mp,

150 mm

Soporte 1 Soporte 2

35 mm

my; = 0.5 kg Kot Chl K2
Gy =20 Ns/m
ky = 10x10° N/m

€2 my =0.5kg
T X Cp = 5Ns/m
P 7850 ke/m! T kex =20x10° N/m

Plano de balanceo 1 Plano de balanceo 2

Figura 3 Rotor rigido en soportes flexibles
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Las magnitudes y dngulos de colocacién de estas masas se
presentan en la Tabla 1. La masa, el amortiguamiento y la
rigidez de los soportes se presentan en la Tabla 2. El rotor
se considera construido de acero, con una densidad de 7850
kg/m?®. La masa del rotor es de 28.94 kg y la masa total del
rotor con los soportes es de m, = 29.94 kg. Los soportes res-
tringen el movimiento del rotor a un plano vertical.

Tabla 1 Masas de desbalance para el ejemplo numérico

PLANO MASA* [g] RADIO DE COLOCACION [m]
1 1.0 @ 45° 0.15
2 1.5 @ 120° 0.20

*Los dngulos de colocacién de las masas se miden en el sentido de giro
del rotor, con referencia en una marca a 0°.

Tabla 2 Propiedades de los soportes

SOPORTE MASA AMORTIGUAMIENTO RIGIDEZ
[kg] [Ns/m] [N/m]
1 0.5 20.0 10.0 x 10°
2 0.5 5.0 20.0 x 10°

Paso 1. Medicidn de la respuesta al desbalance

En este ejemplo numérico se calculé la respuesta al desbalan-
ce del rotor, obteniéndose los diagramas de respuesta que se
presentan en la Figura 4.

a)

Desplazamiento [m]
n~
T

L
2 4 6 8 10 12 14 16
Frecuencia de giro [c.p.s]

b)

o Soporte 1
Soporte 2

Figura 4 Respuesta al desbalance: a) diagrama de Bode,
b) diagrama polar
Paso 2. Andlisis modal de la respuesta

Como puede verse en la Figura 4b, el diagrama polar pre-
senta dos regiones circulares, cada una de los cuales estd aso-
ciada con un modo de vibracién. La resolucién de frecuencia
que se empled para elaborar la gréfica es de 6.726 mHz. Los
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pardmetros modales del sistema se determinaron empleando
un algoritmo de ajuste de cocientes de polinomios [10] y se
presentan en la Tabla 3.

Tabla 3 — Parédmetros modales

MODO, | FRECUENCIA RAZON DE FORMA MODAL, {y}
r NATURAL, AMORTIGUAMIENTO
o [Hz] VISCOSO, ¢,
1 4.65 0.0231 {1 0.394+0.025i }
2 10.52 0.0220 {1 -1.267 + 0.035i}

Paso 3. Construccidn de las matrices de pardmetros modales

Empleando los datos de la Tabla 3, las matrices de vectores
y valores caracteristicos son, respectivamente:
1 1

= (43)
0.394 + 0.0254 —1.267 + 0.0354
—0.675 4 29.18517 0
= | rad-st (44)
0 —1.452 4 66.052¢

Paso 4. Célculo de las matrices U, V y W.

Se utilizan las Ecuaciones (24)-(26) con las matrices de pard-
metros modales que se determinaron en el paso anterior, y
con ésto se obtienen los siguientes resultados:

LS —0.288] 45)
T l-0576 —0984] 0 0 °
18983  5.555]
1 11110 —28.670]" (46)
5022 3.066
_ 6 1
=la7sa gass| 100 s (47)

Paso 5. Célculo de los elementos de la matriz G.

Con estas tres matrices y el valor de la masa total del rotor
es posible determinar la matriz de coeficientes del lado iz-
quierdo de la Ecuacién (34) para posteriormente calcular los
elementos de la matriz:

—0.576 —0.984 1.486 0.288 |9y, 0
11.110  —28.670 18.983 —5.555|] gy, _ 0 Nm-!
4784 3155 —5.022 —3.066||g,[ | 0 e
1.486 0.288 3.550 1.559 || g9 2994 4
(48)
La solucién de este sistema es:
9 5.942
2.302
Pl _ x10% i Nm's (49)
912 2.302
Go 7.868
La matriz G es entonces:
5.942 2.302
= 1023 Nm™ls
2302 7868 10 1 Mmoo (50)

Paso 6. Cdlculo de la matriz de transformacidn de fuerzas a los
planos de balanceo.

Dado que la ubicacién de los planos de balanceo difiere
de los puntos en los que se mide la respuesta, es necesario
determinar una matriz de transformacién para convertir las
fuerzas de desbalance que se calculan en fuerzas equivalen-
tes en los planos de balanceo. La matriz de transformacién se
caleula con la Ecuacién (40), que para este ejemplo es:

1.667 —1.000
—0.667  2.000

(51)

Paso 7. Cdlculo de las masas de balanceo.

Si se sustituyen los radios de colocacién de las masas de ba-
lanceo, . and - respectivamente, en la Ecuacién (42), las
masas de balanceo que se requieren en cada plano pueden
determinarse como funciones de la frecuencia ®. Estas fun-
ciones se muestran en la Figura 5. La Ecuacién (42) da como
resultado valores constantes para las masas de balanceo.
Mds aln, sus magnitudes son iguales a las de las masas de
desbalance que se presentaron en la Tabla 1, pero estdn
colocadas a 180° de aquéllas en cada uno de los planos. En
la Tabla 4 se presentan los valores de las masas de desba-
lance y de las masas de correccién que se calcularon con la
Ecuacién (42).

DISCUSION
Andlisis comparativo del método propuesto.

A causa de la gran variedad de factores que intervienen en
la exactitud del proceso de balanceo, como la exactitud de
las mediciones de respuesta, la variabilidad de la respuesta
para las mismas condiciones de operacién, la exactitud en
la construccién de modelos numéricos o experimentales y los
métodos de procesamiento de datos, entre otras, una compa-
racién cuantitativa del método propuesto con otros existentes
seria demasiado extensa para los limites de este trabajo. Sin
embargo es posible analizar algunas ventajas y desventajas
del método que se propone aqui .

Tabla 4 — Masas de desbalance vs. masas de correccién

PLANO MASA DE DESBALANCE | MASA DE CORRECCION
[or] [gr]
1 1.0 @ 45° 1.0 @ -135°
2 1.5@ 120° 1.5 @ -60°

En la Tabla 5 se comparan algunas caracteristicas relevantes
de varios métodos de balanceo: 1) el método que se pro-
pone en este trabajo, 2 y 3) los métodos mds cominmente
utilizados en la prdctica, y 4, 5 y 6) algunos métodos repor-
tados en la literatura encaminados al balanceo sin rodados
de prueba.
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x 10°

16 T T T T T T
141 B
o
X ——Plano 1
gter - Plano 2 T
o3
=
1+ 4
OB 1 1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12 14 16
Frecuencia de giro, ® [c.ps.]
-40 T T T T T T
= 0 7
o
-
L 8ot J
= —Plano 1
-0+ | em——- B
) w0 Plano 2
< o0l B
-140 1 1 Il 1 Il 1
2 4 6 8 10 12 14 16

Frecuencia de giro, ® [cps.]

Figura 5 Masas de correccién como funciones de la frecuencia de giro

El método que se presenta aqui, al igual que los métodos 4, 5
y 6 de la Tabla 5, se basa en mediciones de respuesta de un
Unico rodado (llamado rodado inicial). Por lo tanto no es po-
sible evaluar su susceptibilidad a la no-repetitividad de las
mediciones. Sin embargo, es posible destacar algunos puntos
con respecto a su robustez y compararla de este modo con
otros métodos.

Tabla 5 Comparacién de métodos de balanceo

[0} w
o] o o
« c .
5 8 |63 2ag
6 | 888|385 0,28
] 50> 20w oS0 ==
4 cPo| B0 5538
3 oo §3 21 25,9
= - @ T < =582
o 00902 g 23 cO
50| 588 | 5EE| TEOw
s2|35<s|35<c% 0ES 0
So| 3205|3550 TR
HEH R
zo|lae2o|xoco »2ES
1) Método propuesto en este trabadjo X NO APLICA
2) Coeficientes de influencia [1] X ALTA
3) Balanceo modal [2, 3] X BAJA
4) Modelo calibrado del rotor [7] X NO APLICA
5) Modelo de elemento finito [8] NO APLICA
6) Matrices de transicién [9] X NO APLICA

El método que se presenta aqui se basa en un andlisis mo-
dal de la respuesta al desbalance, del cual se obtienen los
pardmetros modales que correlacionan la respuesta obser-
vada a todas las velocidades del rotor dentro del intervalo
de prueba. Esta caracteristica global del andlisis reduce el
impacto que puedan tener los errores de medicién a alguna
velocidad en particular, caracteristica que comparte con los
métodos 3, 5 y 6 de la Tabla 5, y es una de las ventajas que
presentan estos métodos con respecto al método de coefi-
cientes de influencia, indicado con el nimero 2 en la misma
tabla. En este Ultimo no se hace correlacién alguna entre la
respuesta medida a diferentes velocidades, lo cual equivale
a ignorar el hecho de que las mediciones provienen de un
mismo sistema. La consecuencia de esto es que el método
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de coeficientes de influencia conduce a errores significativos
cuando el célculo de las masas de balanceo se basa en la
respuesta medida a alguna velocidad que coincida con la
frecuencia de fuentes de excitacion distintas al desbalance
del rotor, como ruido, resonancias de sistemas adjuntos, etc.

Los métodos 4, 5 y 6 de la Tabla 5 se basan en la suposicion
de que se cuenta con modelos “correctos” del rotor antes de
iniciar el balanceo. Sin embargo, es necesario validar estos
modelos experimentalmente para garantizar su aplicabili-
dad. Por esta razén el hecho de basarse en esta suposicion
es una de las principales debilidades de estos métodos. Por
el contrario, el método que se presenta aqui se basa en un
modelo cuyos pardmetros se obtienen exclusivamente de me-
diciones. Esta caracteristica la comparte con los métodos de
balanceo modal y de coeficientes de influencia. La ventaja
de este enfoque experimental es que no supone valores par-
ticulares para ninguno de los pardmetros dindmicos del sis-
tema, ya sean modales o espaciales; todos los pardmetros
se determinan con base en la respuesta real del sistema al
desbalance. Los métodos 2-6 requieren como informacién de
inicio ya sea un modelo numérico del rotor o la ejecucién de
rodados de prueba. La novedad del método que se presenta
en este trabajo es que no requiere datos de cualquiera de
los dos tipos. Esto se logra utilizando una medicién de la masa
del rotor en lugar de modelos numéricos para el cdlculo de
las masas de balanceo.

Modos reales

Cuando los vectores caracteristicos o formas modales del sis-
tema rotor-soportes son vectores reales (todos sus elementos
estdn en fase o en contrafase) no es posible determinar los
elementos de la matriz G de la Ecuacién (34) debido a que
la matriz de coeficientes es singular. Esto se debe a que este
tipo de sistema corresponde a un modelo con amortiguamien-
to proporcional [10] y esto hace que las Ecuaciones (20)-(22)
sean linealmente dependientes. Para resolver este problema
es posible agregar ecuaciones al sistema. Por ejemplo, la si-
guiente ecuacién expresa la condicién de que la matriz de
rigideces es diagonal:

{vy vy 0 0}g=0 (52)

Esta ecuacion puede emplearse cuando la respuesta se mida
en los soportes, debido a que los desplazamientos de estos
coinciden con las rigideces principales del sistema. Similar-
mente, y en las mismas circunstancias, puede emplearse la
siguiente ecuacion, que establece que la matriz de amorti-
guamientos es diagonal:

Wy, Wy, 0 0pg=0 (53)
{ b1 Wy }

Desbalances equivalentes

Cualquier combinacién de fuerzas que actie sobre un cuerpo
rigido puede reemplazarse por una fuerza y un par resultan-
tes o por dos fuerzas no colineales que actien en dos puntos
distintos del cuerpo.
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El desbalance en un rotor generalmente estd distribuido a
lo largo de éste. Si el rotor permanece rigido entonces es
posible encontrar un par de fuerzas que actuando en dos
estaciones a lo largo de su eje longitudinal, por ejemplo en
las ubicaciones de los planos de balanceo, tengan la misma
fuerza y momento resultantes que el desbalance original y
por ende el mismo efecto sobre el rotor. Este “desbalance
equivalente” es el que se pretende eliminar con el método
presentado aqui. El objetivo es determinar un par de masas
de correccién localizadas en los planos de balanceo y que
sean tales que su efecto sobre el rotor se oponga al de este
“desbalance equivalente” en los planos. De esta manera se
logra cancelar el desbalance original.

Es importante resaltar que las masas de correccién no co-
rrigen el desbalance del rotor en cada una de sus secciones
transversales por separado, sélo corrigen el efecto conjunto
del desbalance distribuido.

El punto de partida del ejemplo anterior fue suponer un des-
balance localizado en los planos de balanceo. Sin embargo
esto no implica que el método sea sélo aplicable a esos ca-
sos, sino a todos aquéllos en los cuales pueda encontrarse
un desbalance equivalente a dos fuerzas en los planos de
balanceo. Bajo la suposiciéon de que el rotor permanece ri-
gido, que es la premisa bdsica de este trabajo, esto abarca
cualquier distribucién de desbalance a lo largo del rotor.

Angulo de colocacién de las masas de balanceo.

La medicién de la respuesta al desbalance tiene dos com-
ponentes para cada frecuencia: la amplitud de la vibracién
y el dngulo de fase de ésta con respecto al paso de una
marca fija en el rotor que se detecta por medio de un sensor
estacionario, que tipicamente es un tacémetro. Para introducir
estos dos componentes de la respuesta en la Ecuacion (42),
con la amplitud y el dngulo de fase medidos a cada frecuen-
cia se forma un nimero complejo cuyo médulo es la amplitud
y cuyo argumento es el dngulo de fase. De esta maneraq, el
vector de respuesta, X, que aparece en dicha ecuacién es un
vector de nimeros complejos. Las masas de balanceo que se
calculan también son nimeros complejos y su dngulo de colo-
cacién es igual al argumento de dichos nimeros.

CONCLUSIONES

Se ha presentado un método de cdlculo de masas de ba-
lanceo para un sistema formado por un rotor rigido en so-
portes flexibles. El método no requiere rodados de prueba,
modelos matemdticos detallados ni registros de balanceos
previos del rotor. Los resultados obtenidos demuestran que es
teéricamente posible balancear un rotor rigido sin rodados
de prueba ni modelos detallados, dado que el conocimiento
de algunas caracteristicas dindmicas simples como la masa
total complementan a la informacién referente a las formas,
frecuencias naturales y razones de amortiguamiento moda-
les, para hacer posible el cdlculo de las masas de balanceo.

APENDICE A ~MATRIZ DE MASA DE UN ROTOR RiGIDO

La matriz de masa de un cuerpo rigido, como los rotores a
los que se refiere este articulo, estdn asociadas con dos siste-
mas coordenados: i) uno cuyos vectores base son los grados
de libertad de respuesta, que corresponden a los puntos y
direcciones en los cuales se mide la respuesta del rotor, y
ii) otro cuyos vectores base son los grados de libertad de
fuerza, que corresponden a los puntos y direcciones en los
cuales se aplican fuerzas al rotor. Estos grados de libertad
se eligen arbitrariamente, por lo que es necesario especificar
con respecto a qué grados de libertad se define una matriz.
La matriz que se presenta en la Ecuacién (2) corresponde a
los sistemas coordenados cuyos vectores base corresponden
a las direcciones de x, y x, para la respuesta y las de f, y
/, para las fuerzas.

Para determinar la matriz de masa de un sistema, se eli-
minan los componentes eldsticos y disipativos, y se retienen
Unicamente los componentes inerciales del sistema. Cada co-
lumna de la matriz de masa, digamos la i-ésima, representa
un vector cuyos elementos son fuerzas que deben aplicarse
al sistema simultdneamente en cada grado de libertad para
provocar una aceleracién unitaria en el grado de libertad
1 y una aceleracién nula en los demds grados de libertad.
Por ejemplo, para el rotor que se muestra en la Figura 1, la
primera columna de la matriz de masa contiene las fuerzas,
J, Y/, due se requieren para producir el siguiente estado de
aceleraciones en el rotor aislado:

g_v.l = ! ms~2 (A1)
Ty
Este estado de aceleraciones tiene una componente debida a
la aceleracion lineal del centro de gravedad del rotor, i, y
una aceleracién angular, o, asociada con el giro del rotor con
respecto a ese punto. Siguiendo la notacién de la Figura 1,
estas dos aceleraciones estdn dadas por:

0
Fop = |1— -4 5 + % i, (A.2)

(A.3)

Estas aceleraciones se relacionan con la fuerza total apli-
cada al rotor y con el momento de las fuerzas aplicadas
con respecto al centro de gravedad, mediante las siguientes
ecuaciones cldsicas de la dindmica de cuerpos rigidos, donde
las F y los Mcc,r son las fuerzas externas y sus momentos con
respecto al centro de gravedad, respectivamente:

2B = it b= mpieg (A.4)

ZMCG,T = —fileg t 1 (Z - fca) = algg (A.5)
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Reemplazando Zp; y o de las ecuaciones (A.2) y (A.3) en
(A.4) y (A.5) se obtiene:

4 .. L ..
L+ h=m —% i+ [%]% (A.6)
§ — i
*f1£OG+f2(£*€cc):]c(;[2l 1] (A7)
o, matricialmente:
log| Log
o] T”T[HT] | A
oo =Ll B ; (A.8)
G o6 || 2 e Log || %2
4 l
El vector de fuerzas es entonces:
l l
[fl}_lf—%c o [ ﬁ] ¢ H (A9)
Rl ] fee 1 _lee Iog | |5
l J4

La primera columna de la matriz de masa es el vector de
fuerzas requeridas para producir la aceleracién dada en la
ecuacion (A.1), y es:

Al_1
e

Similarmente, la segunda columna de la matriz de masa es el
vector de fuerzas que se requieren para producir el siguiente
estado de aceleraciones:

i}
i |1 (A1)

my (€= Log) + Ig ] (A.10)
my Log (5 - gcc)* I

Y es:
h _ 1 my Log (¢ _Zecc)*[ca (A.12)
h 0? my log” + log

Con estas dos columnas se construye la matriz de masa que
se presenta en la Ecuacién (2) del articulo:

mp (( —Llog )2 + 1o

my Log (L= Leg) = eg

my Log (€ - 60(;) —Ieq

2
my log” + Iog

M= L.
2

l

(A.13)

APENDICE B

FORMA SIMPLIFICADA DE LAS RELACIONES ENTRE LOS
PARAMETROS ESPACIALES Y MODALES DEL SISTEMA
ROTOR-SOPORTES

De la Ecuacion (11) puede deducirse que D,=D". Si se defi-
ne la matriz G como:

@ =(wnpw’)’ (B.1)

entonces la Ecuacién (16) conduce a:

Gl = —(G’l) (B.2)

| Marzo 2011, Vol.3

Haciendo uso de esta igualdad, la Ecuacion (17) puede
reescribirse como:

G! [\Ir’f‘AxIﬂ' - lIl’HA*\IJH] =M (B.3)

Si ahora se define la matriz U como:
U=[wTAw v At | (B.4)

y se invierten ambos lados de la Ecuacién (B.3) se deduce la
Ecuacién (20) del articulo, que es la forma simplificada de la
Ecuacién (17).

Usando las Ecuaciones (B.1) y (B.2), la Ecuacién(18) puede
reescribirse como:
G—l

2
IS - (A el = M oM (B.5)

Combinando las Ecuaciones (B.3), (B.4) y (B.5) se tiene:
G [quA?\I:T —w (A \PH} - (ev)c(eu)

(B.6)

y esto conduce a:

RUE VS e 2V )2 v |UG=C (B.7)

Si ahora se define la matriz como:

Vo_U ['II’TAQ\IIT —w (A e U (B.8)

se deduce la Ecuacién (21) del articulo, que es la forma sim-
plificada de la Ecuacién(18).

Usando las Ecuaciones (B.1) y (B.2), la Ecuacién (19) se puede
reescribir:

G AN - (AT) e = K (B.9)
Si se define la matriz W como:

_ -1
W — —[T-TA-I\I;T —w (A (B.10)

y se invierten ambos lados de la Ecuacién (B.9) se deduce la
Ecuacién (22) del articulo, que es la forma simplificada de la
Ecuacién (19).

REFERENCIAS

[1] Thearle, E.L.,, “Dynamic balancing of rotating ma-
chinery in the field”, Transactions of the American Society of
Mechanical Engineers, Journal of Applied Mechanics, no. 56,
pp. 745-753, 1934.

[2] Parkinson, A.G., Jackson, K.L., Bishop, R.E.D., “Some
experiments on the balancing of small flexible rotors: Part |
— Theory”, Journal of Mechanical Engineering Science, vol. 5,
no. 1, pp. 114-128, 1963a.

| Gutiérrez Wing Enrique S., Aguirre Romano Jorge E., Colin Ocampo Jorge, Cortés Garcia Claudia



INGENIERIA MECANICA TECNOLOGIA 'Y DESARROLLO  Vol.3 No.6 (2011) 195 - 205

[3] Parkinson, A.G., Jackson, K.L., Bishop, R.E.D., “Some
experiments on the balancing of small flexible rotors: Part Il —
Experiments”, Journal of Mechanical Engineering Science, vol.
5, no. 2, pp. 133-145, 1963b.

[4] Parkinson, A. G., Smalley, A. J., Badgley, R. H., Dar-
low, M. S., An introduction to a unified approach to flexible
rotor balancing, American Society of Mechanical Engineers
Gas Turbine Conference and Exhibit and Solar Energy Con-
ference, Mar. 12-15 1979, San Diego, CA.

[5] Rao, J.S., Rotor Dynamics, 3a edicién, New Age In-
ternational, 1996.

[6] LeGrow, J.V., Multiplane balancing of flexible rotors
— A method of calculating correction weights, Paper No. 71-
Vibr-52, Toronto, Canada, September 1971.

[7] Lees, A.W., Friswell, M.l. , The evaluation of rotor im-
balance in flexibly mounted machines, Journal of Sound and
Vibration, vol. 208, pp. 671-683, 1997.

[8] Preciado-Delgado, E., Bannister, R.H., “Balancing of
an experimental rotor without trial runs”, International Journal
of Rotating Machinery, vol. 8, 2002.

[9] Aguirre-Romano, J.E., Cervantes-Contreras, J., Gu-
tiérrez-Wing, E.S., Modal balancing of turbo-generator ro-
tors using simplified spatial models, Proceedings of the ISMA
International Conference on Vibration and Noise Engineering,
18-20 September 2006, Leuven, Belgium.

[10] Ewins, D.J., Modal Testing: Theory, practice and
application, 2a. edicién, Research Studies Press LTD, Her-
tfordshire, 2000.

[11] He, J., Zhu, Z.F., Modal Analysis, Butterworth-Heine-
mann, Oxford, 2001, pp. 123-139.

Ingenieria Mecanica |

Balanceo de Rotores Rigidos sin Emplear Rodados de Prueba |




