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Resumen

En este articulo, se presenta un enfoque nuevo para obtener el modelo de la cinematica diferencial, matriz jacobiana: por un lado,
el modelo de un manipulador paralelo delta plano de configuracion 3RRR-(RRR) 'y por el otro, el modelo de su cadena virtual
serial (RRR) . Ambos modelos se presentan en variables de estado y en funcion de las variables articulares de la cadena virtual.
El primer modelo facilita el analisis completo de ambos: la cinematica y la controlabilidad del robot delta plano con su cadena
virtual. El segundo modelo se utiliza para obtener su cinematica inversa, para, retroalimentar al primero. Esta retroalimentacion es
llamada “‘actuacion virtual indirecta”. El enfoque propuesto garantiza que cuando el efector final de la cadena virtual serial (RRR),
es controlado alrededor de una trayectoria, el efector final del robot paralelo plano 3RRR también sigue dicha trayectoria; esto se
debe a que comparten el mismo punto de andlisis. Los resultados muestran que es posible controlar un robot paralelo delta plano
3RRR-(RRR) apartir de controlar la cadena virtual (RRR) . El método presentado aqui promete, por lo tanto, ser una herramienta
util para resolver robots complejos, como el caso de los robots manipuladores hibridos.

Abstract

This paper presents a new approach to obtain the model of the differential kinematics, on one hand, the model of a planar
parallel delta manipulator 3RRR-(RRR) in a single matrix array, on the other hand, the model of its serial virtual chain
(RRR) . Both models are shown in state variables and in function of the joint variables of the virtual chain. The first model is
useful for the complete analysis of both: the kinematic and the controllability of the parallel manipulator. The second model
is useful for obtaining its inverse kinematics that is later feed backed to the first one. This feedback is called “indirect virtual
driving.” Furthermore, this approach ensures that when the end effector of the serial virtual chain (RRR) , is controlled about
a trajectory, the end effector of the parallel manipulator 3RRR follows this trajectory as well, since they share the same point
of analysis. The results show that it is possible to control a planar parallel delta manipulator 3RRR-(RRR)  through controlling
the virtual chain (RRR) . This method promises to be a tool for solving complex robots such as hybrid robot manipulators.
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Introduccion

En robots paralelos, la cinematica inversa consiste en encon-
trarlas variables de las juntas activas y pasivas en funcion de

traron, de igual manera, que el problema de la cinematica
directa es reducir las ecuaciones de posicion a un polinomio

las coordenadas del efector final del robot y puede ser utili-
zada para controlarla posicion del efector final. El modelo ci-
nematico de este tipo de robots tiene ecuaciones algebraicas
con multiples soluciones[1].

En la cinematica directa de robots paralelos el problema
es determinar la posicion del efector final en funcion de
las juntas activas. En general, la solucion a este problema
no es Unica, de ahi que la cinematica ha sido objeto de una
intensa investigacion, por ejemplo, el trabajo reportado por
Merlet[1]. Raghavan[2] muestra la solucion de la cinemati-
ca directa de un manipulador paralelo resolviendo en fun-
cion de un polinomio. Merlet[1], Tsai[3] y Angeles[4] mos-

en funcion de las variables activas. Sin embargo, la solucion
del polinomio no asegura la correcta evolucion de las varia-
bles de las juntas activas y no considera a las juntas pasivas,
al ejecutar una tarea dada. Por otro lado, no hay algoritmo
conocido que permita la facil determinacion de una postura
Unica para la plataforma moévil[1].

Es importante hacer hincapié en el problema del resultado
de la cinematica directa por polinomio. El calculo puede im-
plicar un gran nimero de operaciones y por lo tanto puede
ser muy sensible a errores numéricos de redondeo; por esta
razon la comprobacion de la validez de las soluciones con la
cinematica inversa es normalmente necesaria[3].
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Un problema para los métodos numéricos rapidos es que in-
cluso el mas rapido es todavia lento para su uso en tiempo
real, por ejemplo, para fines de control[4]. Entre los trabajos
pioneros publicados que han tratado de resolver éste pro-
blema se puede citar a Waldron (1966)[5], quien estudi6 el
movimiento instantdneo por teoria de tornillos en cadenas
cinematicas cerradas, asimismo, se han propuesto otros mé-
todos de analisis[6-8]. La cinematica diferencial de manipu-
ladores paralelos se complica por la existencia de numerosas
cadenas cinematicas cerradas; recientemente, Mohamed|[9],
asimismo, Mohamed y Duffy[10] propusieron la aplicacion
de la teoria de tornillos reciprocos y Sugimoto[11] a su vez,
propuso la utilizacion del algebra de motor para el analisis
del jacobiano de manipuladores paralelos.

La solucion de la cinematica directa e inversa, utilizando la
integracion de la cinematica diferencial, es particularmente
importante para los manipuladores de cadenas cinematicas
cerradas cuyas soluciones no existen, son dificiles de obte-
ner, o son demasiado complejas para ser tratadas; el trabajo
de Campos, A., R. Guenther, and D. Martins[12], sobre ro-
bots redundantes o paralelos, constituye un buen ejemplo
de esto.

Chung[13] aborda la cinematica de robots manipuladores
seriales redundantes planos, utilizando cadenas virtuales y
subcadenas virtuales, para resolver el problema de la cine-
matica inversa. Chung define a un eslabon virtual como un
enlace ficticio que conecta a dos articulaciones. Las ventajas
son que reduce la carga de computo y logra la manipulacion
anivel general mediante la obtencion 6ptima de los angulos.
Entre las desventajas que presenta esta estrategia de anali-
sis se puede mencionarque so6lo se aplican a robots seriales
planos, es complicado utilizar el método en manipuladores
paralelos y tampoco se consideran las velocidades lineales y
angulares del robot.

Toshio[14] describe al brazo virtual como un manipulador
que tiene la misma estructura cinematica de un manipulador
real. Su teoria se basa en un sistema que denomina distribui-
do y que es la representacion de la cinematica del manipula-
dor. Asi mismo, utiliza la propagacion hacia atras de redes
neuronales. Entre las ventajas del método se pueden men-
cionar varias; cada subsistema puede trabajar totalmente au-
tonomo, el movimiento de la articulacion del manipulador
redundante se puede calcular de una manera paralela y dis-
tribuida y la redundancia cinematica del manipulador puede
ser utilizada positivamente usando sub-brazos virtuales. Al-
gunas desventajas del modelo propuesto por Toshio son que
solo se puede utilizar en robots seriales redundantes planos,
asimismo, no toma en cuenta las velocidades lineales y an-
gulares del robot.

Para el caso de la sintesis de mecanismos paralelos se utili-
zan y definen cadenas virtuales seriales y cadenas virtuales
paralelas[15], las cuales se desarrollan sobre la base de la
teoria de tornillos. En este caso, cada cadena virtual es pro-
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puesta por un analisis exhaustivo de sistemas reciprocos de
tornillos[16-19].Las cadenas virtuales paralelas constituye
un tema de investigacion que no ha sido resuelto en su to-
talidad[20].Una de las ventajas de aplicar la teoria de torni-
llos es que se obtienen nuevas estructuras de mecanismos
paralelos con ayuda de las cadenas virtuales que define el
mismo analista. Entre las desventajas se tiene que solo se
aplica para la obtencion de nuevas configuraciones de robots
paralelos, no se realiza el modelado de la cinematica directa,
inversa y no se obtiene la matriz jacobiana.

Por otro lado, como parte del tema de cadenas virtuales, se
definen también las cadenas virtuales de Assur y sus aplica-
ciones en la cinematica diferencial de robots paralelos [12].
Las cadenas virtuales de Assur son utiles para la obtencion
de informacion sobre los movimientos relativos o también
para imponer restricciones cinematicas particulares entre
dos eslabones de una cadena cinematica. Entre las ventajas
que se pueden mencionar estan el hecho de que el método
utiliza la cinematica diferencial y el mismo eslabon virtual
se utiliza para restringir el movimiento. Asimismo, se pue-
den definir eslabones virtuales en el plano y en el espacio
cartesiano. Una de las desventajas de este método radica
en que aun considerando el eslabon virtual no se obtiene
una matriz jacobiana que considere a las juntas pasivas de
robot. Al final se llega a una matriz jacobiana similar a la
presentada por Gosselin, C. and J. Angeles[21], donde solo
se contemplan juntas activas y no se presentan resultados de
simulacion para validar los resultados.

En este articulo se presenta un enfoque novedoso para ob-
tener el modelado de la cinematica diferencial de un robot
manipulador paralelo 3RRR plano en funcion de una cadena
virtual. Se propone un método para obtener la representa-
cion cinematica, en el espacio de estados, de un robot para-
lelo 3RRR-(RRR) , para actuarlo indirectamente por medio
de su manipulador virtual (RRR) , el cual sigue una trayec-
toria predefinida.

El trabajo se desarrolla presentando los temas de la siguien-
te manera: Postura del robot, Cinematica diferencial de un
manipulador 3RRR-(RRR) , Cadena virtual de un manipula-
dor (RRR),, Modelo cinematico de un manipulador 3RRR-
(RRR) , Resultados, Conclusiones.

Postura del Robot

Se considera un robot paralelo plano cuya plataforma movil,
tiene tres grados de libertad, de los cuales, dos son a lo largo
de los ejes x e y, y el tercero es una rotacion 6 alrededor del
eje z.

La Fig. 1, muestra el robot en estudio, con sus tres cadenas
cinematicas independientes, accionadas cada una por un ac-
tuador. Como cada una de estas cadenas debe estar ligada,
por un lado, a la tierra y por el otro, a la plataforma movil al
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mismo tiempo, entonces hay tres puntos de anclaje al suelo
y tres puntos de union a la plataforma movil.

y
'y

Figura 1. Postura del robot paralelo plano 3RRR

La Figura 1, muestra la postura del robot paralelo plano
3RRR y se puede describir, como sigue:

E= [xyG]T Ecuacion 1. 1
Donde, la coordenada (x,y) describe la posicion del punto
P con respecto al sistema inercial {x,y}y donde 6=0,, es la
orientacion del manipulador, medida desde el sistema abso-
luto al sistema local Ademas, es el vector postura de veloci-
dades del vector . Sea, el vector postura de velocidades del
vector , expresado en el sistema local , entonces:

Ecuacion 1.2

é =" R, (e)ép

Ecuacion 1. 3

&, ="R(0)¢
Donde:

Ecuacion 1. 4

Cinématica Diferencial del Manipulador 3RRR-(RRR)

La cinematica diferencial del manipulador 3RRR-(RRR)v,
se obtiene a partir de darle solucion a las restricciones cine-
maticas que estén en funcion de las variables generalizadas
de velocidad y que son seleccionadas de entre el conjunto de
sus variables de configuracion de velocidad.

A. Restricciones cinemadticas del manipulador.

Para obtener las restricciones cinematicas del manipulador
se utiliza el método de propagacion de velocidades, mostra-
do en [22, 23], partiendo del punto P de la plataforma movil
hasta llegar al inicio de cada cadena (ver Fig. 1).

Una vez que se tienen las restricciones cinematicas de velo-
cidad de cada cadena, la cinematica diferencial del manipu-
lador paralelo puede ser expresada en el sistema inercial por
el sistema de ecuaciones diferenciales de la siguiente forma:

A, (q)qz() Ecuacion 1. 5

Donde, 4, (q)eR™"* ™) es la matriz asociada a la cine-
matica en el sistema inercial, geR**"es el vector de las
coordenadas de configuracion y geR*™" es el vector de las
velocidades de configuracion, donde M es el nimero de ca-
denas y N es el nimero de actuadores por cadena, siendo:

q= (x,y,q,%,],qz,z,---sqmm) Ecuacion 1. 6

q= ()'c,j/,é,c}lyl,qj,z,...,c}n,m) Ecuacion 1. 7

Para el manipulador 3RRR se tiene que g, describe la coor-
denada de configuracion de la cadena n de la junta m, donde,
m=1,..., M; n=1,..., N; M=3 y N=3.

Por otro lado, si 0=0, es posible encontrar la cinematica
diferencial interna del manipulador, de la siguiente forma:

A, (q)l}p =0 Ecuacion 1. 8

El hecho de que sea interna, se refiere a que esté referencia-
da al sistema local {x .,y ,}.

Donde 4, (q) €RMNIGMN) eg Ja matriz asociada a la cinema-
tica del manipulador expresada en el sistema local {x,,y}.
El vector ¢, representa al vector de las velocidades de confi-
guracion con respecto al sistema local {x,,y,} siendo:

qr = (xP’yP’Q’th’ql,za-"’qn,m) Ecuacion 1. 9

B. Cinematica en variables de estado

Considerando que se tiene un robot paralelo plano de 3GDL,
para solucionar el conjunto de ecuaciones diferenciales
Ecuacion 1.8, es conveniente seleccionar el conjunto de va-
riables generalizadas que mejor convenga, para representar
al sistema en variables de estado. Un caso pueden ser las
variables de velocidad del punto P expresadas en coorde-
nadas locales: v, y Vyp asi cOmo la velocidad angular w,
del efector final, por lo que la solucién a la ecuacion, puede
expresarse de la forma:
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qp :[Sm][n]

Ecuacion 1. 10

Donde S, son vectores columnay n=[v _, Vo
tor de entradas. Por lo tanto:

qp = [Stl St2Sl3][n]

T
w,]" es el vec-

Ecuacion 1. 11

De esta forma se tiene la cinematica interna del robot pa-
ralelo expresada en términos de las variables de entrada 7.

%, 1 0 0
Vp 0
6 0 0

1
- [n] Ecuacion 1. 12

qn,l St4,1 s’4‘3

qn,m

LR Stlz,s
Para expresar a la Ecuacion 1.12 en el sistema inercial

{x,y}, seutiliza la matriz de rotacion de postura del sistema
{x,,y,} alsistema {x,y}.

Se introduce la matriz de configuracion de rotacion R,
como una extension de la matriz °R (0,).

0
R,(0,) 0 0
Rq = 0 I, 0 Ecuacion 1. 13
0 0 7

Donde RqeR“*"*ﬂ)XG*‘””), es una matriz identidad relacionada
con las juntas activas, / €R*"*y [ es una matriz identidad
relacionada con las juntas pasivas, I eRr.

Premultiplicando ambos lados por la Ecuacion 1.12 de la
matriz de rotacion R se tiene:

X, 1 0 0
v, 0 1 0

. ' 0 0 0

q= qup = Rq q-l’m = Rq S, .S, [77]
q.n,m ta S’lz,s

Ecuacion 1. 14

El modelo cinematico del manipulador 3RRR-(RRR) , repre-
sentado en el espacio de estados =S (q)u, se puede escribir
de la siguiente forma:
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Cos(@) —Sin(O) 0
¥ Sin(0)  Cos(0) 0
0 0
g=5;(a)n= = . [n]
Gim 41 L3
Qo s s

PN b3

Ecuacion 1. 15

La Ecuacion 1.15 expresa las velocidades generalizadas del
manipulador 3RRR-(RRR), en términos de las variables de
entrada 7, con respecto al sistema inercial {x,y}.

Andlisis del dlgebra de control de Lie

Utilizando la explicacion que da [23] y el tutorial para la
aplicacion del algebra de Lie para robots moviles[24], se
aplico el método para analizar la controlabilidad del siste-
ma. Para ello se utiliza la matriz S,(g), que se obtiene de la
Ecuacion 1.16. Donde cada columna se nombrarad como un
vector. Por ello:

ST(Q):[STp1 STP2 STP3:|

Ecuacion 1. 16

Después se analiza la controlabilidad mediante la obtencion
del corchete de Lie[24], que corresponde a la expresion:

Ecuacion 1. 17

[ﬂg](q):g—if(q)—gg(q)

Donde [£,g](g) es el corchete de Lie; f'y g son vectores co-
lumna STpl. elegidos arbitrariamente.

El método consiste en obtener el corchete de Lie para todas
las parejas de vectores columna de la matriz S (¢g) y cada que
se obtiene uno, agregarlo a la matriz S (g); posteriormente
se comprueba si la nueva columna agregada es linealmen-
te independiente de las anteriores. De ser asi, se mantiene
la matriz extendida y dicha columna también se considera
para el analisis de la independencia lineal de los corchetes
de Lie subsecuentes; si no es linealmente independiente, se
desecha y se prueba con otro par de columnas.

Es claro que conforme aumenta el tamafio de la matriz, también
aumentan la cantidad de pares de columnas posibles para probar.

Como [f,gl(¢)=-[g.f1(q), por lo que invertir las columnas re-
sultaria en un corchete de Lie linealmente dependiente.

Una vez que ya no se obtienen mas columnas linealmente
independientes, el rango de la matriz extendida determina
cuantas variables son controlables. Para comprobar la in-
dependencia lineal del nuevo elemento, se hace uso de la
siguiente ecuacion:
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[f,g](q) = leTPl +...+anTW

Ecuacion 1. 18

Si existe una solucion para k,,...,k, , entonces el cor-
chete de Lie es linealmente dependiente. Se realiza
el método hasta que no queda ningun par de vectores
columna por probar y termina el proceso iterativo de
los corchetes de Lie. Una base para el algebra de Lie,
propuesta por [25] para tres vectores generada por gl,
g2, g3 es:

gl g2 g3

[g1.22] [g2.¢3] [g3.¢1]
[sl[grg2]] [sl[ele3]] [s2[ele2]] [g2[gle3]]
[s2[2.3]] [g3.[eLe2]] s3.[gle3] [g3[s2.83]]

Ecuacion 1. 19

Para este caso de estudio, se comprobd que, la matriz
S.(g) mno tiene mas columnas nuevas linealmente inde-
pendientes, derivadas del analisis del algebra de Lie.
Como el rango de la matriz S, (¢) determina el niimero
de variables que son controlables, solo tres de estas se
pueden llevar una posicion deseada[23, 24].

CADENA VIRTUAL (RRR),
Definicion

En este trabajo se define a la cadena virtual como un ele-
mento que existe en la cinematica del manipulador pero
no en la dinamica de este. Debido a que la masa de los
eslabones de la cadena virtual es considerada cero, los
efectos inerciales en el modelo dinamico son nulos, exis-
tiendo matematicamente en el modelo cinematico, pero
no en el dindmico. Esto se puede interpretar que no existe
fisicamente.

Para seleccionar la cadena virtual del robot paralelo
3RRR, se siguieron los siguientes pasos: primero, se ob-
tiene el modelo en variables de estado del robot paralelo
3RRR, aplicando las Ecuaciones 1.5 a 1.15. Posteriormen-
te, se recurre al analisis de controlabilidad, aplicando las
Ecuaciones 1.17 a 1.19.

Una vez conocidas el numero de variables con las que
se puede controlar al sistema, se pueden utilizar alguna
de las cadenas virtuales seriales definidas en la sintesis
de tipo [20] o definir las propias. La Tabla I y la Fig. 2
muestra cadenas virtuales que estan formadas por jun-
tas rotacionales y prismaticas de 3GDL.

Cadenas equivalentes:

Dos dimensiones

RRR

Posicié . .y RPR
osicion y orientacion

PPR

[xy 0] PRP

PRR

Posicion RPP

RRP

[x ] PPP

Tabla I Cadenas virtuales equivalentes

RRR —— 2] "7'7..-
" “-\‘ !%mm F;?/L//"_; > rar 777 ;;:Z.Tj

-~

a) (RRR), a) (PRR), a) (PPR), a) (PRP),

Ci=

uk&\{-}”f e RRP * ’1'3_//// ?9
4\ e y’ / l'pr%

a) (FRR), a) (RPP), a) (RRP), a) (PPP),

Figura 2 Cadenas virtuales de 3GDL

Las coordenadas generalizadas virtuales son:

4, :(xv’yvsgqulsquaQw) Ecuacion 1. 20

q,= (xv’yvvevaqvlaququs) Ecuacion 1. 21
Una vez definida la cadena virtual a utilizar se emplea la
Ecuacion 1.5 hasta llegar a la Ecuacion 1.15, para obtener
la representacion en variables de estado de la cadena virtual
(RRR) , teniendo como salida (x,y,0.q,,, ¢ ,.4,;) Yy como
entradas las variables de velocidad del efector final de la
cadena virtual v, ¥ Vypv)’ asi como la velocidad angular .

i) [Cos(0,) -Sin(6,) 0
», Sin(6,) Cos(6,) 0
6 0 0 1 Vi
= -V
q.vl S’Au o St43 .
a)\/
4s) | S, S |

Ecuacion 1. 22

Una vez que se tiene la representacion en variables de es-
tado de la cadena virtual, ver Ecuacion 1.22, se toman so6lo
las variables articulares virtuales de la salida obteniendo la
Ecuacion 1.23, que representa a la sub-matriz de la cadena
virtual.
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q, StAI S’zzz xpv
= 1 Vipy Ecuacion 1. 23
qv3 S te) e te3 wv

Por lo que se puede representar por:

[4,]=[7,] [V ] Ecuacion 1. 24

Modelado cinematico del manipulador 3RRR-(RRR)

En la Fig. 3, muestra el sistemas de coordenadas para descri-
bir el desplazamiento del efector final del manipulador 3RRR-

(RRR) en el sistema inercial, asi como de los elementos inter-
nos que representan el movimiento relativo entre ellos.

e,,f  Yu

' CADENAVIRTUAL

Figura 3 Manipulador paralelo 3RRR y cadena virtual (RRR),

Se emplea la Ecuacion 1.5 hasta llegar a la Ecuacion 1.15
para obtener la representacion en variables de estado del
manipulador 3RRR-(RRR), que se resuelve en funcion de
las variables de la cadena virtual (RRR), . Las salidas son
&, .9, 4,, 4,,---4;), donde se contemplan la velocidad
lineal y angular de la plataforma en funcién de la cadena
virtual, las juntas activas, pasivas y como entradas las va-
riables articulares virtuales (¢ , ¢ ,q ,)-

va Stl'l (q) S’m (q) qvl
= . Ecuacion 1. 25

i |
1 Stlz,l (q) Sflz,z (q) q,3

La Ecuacion 1.25 queda definida como:

[x]=[/,]-[a.]

Una vez que se obtiene la expresion para la cadena (RRR),

Ecuacion 1. 26
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utilizando la Ecuacion 1.24 para el manipulador 3RRR-(RRR),
se sustituye en la Ecuacion 1.26.

[x]:[JD]'[Jv]'[VPv]

Restricciones cinemdticas de una cadena del manipulador
3RRR-(RRR),

Ecuacion 1. 27

Debido a que la cadena virtual es semejante a las cadenas
del robot paralelo el analisis es similar y con solo realizar el
modelado de una cadena se pueden tener las demas[23, 24].
Se toma una cadena cinematica del robot paralelo (ver Fig.
4) para realizar el andlisis, quedando de la siguiente forma:

Figura 4. Cadena cinematica del robot paralelo 3RRR

El sistema {xl.j, y,_/} situado en el punto P, representa al sis-
tema de coordenadas del j-ésimo eslabon, de la i-ésima junta
rotacional del manipulador.

Ademas, el angulo Hp, corresponde a la orientacion de los
ejes coordenados (xp, yp) con respecto al sistema inercial.

El angulo 0, hace referencia a la orientacion de los ejes coor-
denados (x,, y,) con respecto al sistema de la plataforma y de
los eslabones encadenados.

» Viw Ca, X, + 50,1, -6, (Sgl,lel,l +857,0,,+Sheys ) =Sy2e,,0,,- 50, ,, (02.2 + 023)
! V)‘zo = _Sasz + CazY,y +p (C91,1e1,1 + Syzez.z t Cﬁzez,s ) - C}/ 261,202.3 - C91,1ez,1 (02.2 t 92,3)
0 0
Ecuacion 1. 28
Donde:

a, = [92,1 + 02,2 + 02,3 - 92,?]
B, = [92,1 +0,,+ 92,3}
V= [02,1 + 92,2}

Ecuacion 1. 29

El robot paralelo delta plano del tipo 3RRR, esta formado
por cadenas cinematicas idénticas, por lo tanto con solo ob-
tener la solucion para una cadena se repite el analisis para
las otras dos cadenas junto con la cadena virtual.
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Coy X, +SaY, -0 (S0|,161,| +87e, +Sﬂlel.3)_sylel,201,3 _Sel.le],l(ol,l +91A3)

10
Tg
Wy S, X + Ca|y,z (Ceuem + SY161,2 + Cﬁle].l)_ C}/]em@u - Col,]el,l (ol,l t 0|,3)

1,0

ap || Ck St 6, (56,101, + 87,5+ 5Py )~ Sries.0:5 - S0, e, (6, +6,)
M, _Sasz + Casz - (Cez,leu u Syzezz + Cﬁzez 3) Cyzevz 23 C02 i, (07 )t 07 3)

120
wa;,O Ca, X, + 50,7, -6, (503,1e3,1 +8y.e.,+5Be, 3) Syse,.0,,- 50, e, (93 ;3)

30
Praa | | =Sa,X, +Con ~(CBy e, + Sy, + Chiess )~ ey B, - Cles (6,461,

v,0
i Ca, X, +S0,Y,-0,(50, ¢, +Sy,e,,+SBe,s)-Sr.e.0,5 -0, e,,(0,, +

0
v.l)Vv
M -Se X +Ca Y, _(Ce\‘,lev,l +8y,6,1C ﬁ“em)— Cre,.0,:-CO,e, (0 +0,,

v3

)
)
Ecuacién 1. 30

Teniendo la matriz para las tres cadenas cinematicas del ro-
bot paralelo Ecuacion 1.30y con la cadena virtual se tiene:

x
0) ( Ca, SB  el2Sy+ellSy, €28, 0 0 0 0 0 0 0 }.]”
0 |5 cp encyeeicy eicp 3 0 o 0 o o o’
0 |Ca, Sp enspeets, 0 0 ens, 0 0 0 o o
0 |-So, CB, €32Cy,+el2Cv, 0 0 €BCy, 23 0 0 0 0 Q”
0 Ca, SP, €32Sy,+e33S, 0 0 0 0 B2, 0 0 0 ‘Zﬂ
0 |So, CB, dCy+ek0, 0 0 0 0 @, & 0 0] ®
0 | Ca, SB, e@2p,+elSy, 0 0 0 0 0 0 e, 0 0.”
0) \-Sa, CB, e2Cy,+e3Cvy, 0 0 0 0 0 0 ey, o3 Z’Z

vl

0,

Ecuacion 1. 31
Representacion en variables de estado.

Utilizando la Ecuacion 1.31 para resolver el sistema en va-
riables d estado en funcién de las coordenadas articulares

virtuales n= 0‘,], Hvz, 6 se tiene:

. .
[ —

Ecuacion 1. 32

S

=(S1 S2 §3)-| 6,

2

.
<
w2

sQD. :CD. gQD. SQ'

.
w

De esta forma se tiene la cinematica interna de la plataforma
expresada en términos de las variables de entrada, por lo que
para referenciarla al sistema inercial , se aplica una rotacion.
Para esto definimos la matriz de rotacion de postura del sis-
tema local {xp, yp} al sistema inercial {x,y}.

Por lo tanto, multiplicando al sistema por la matriz de rota-
cion la Ecuacion 1.13, se tiene la siguiente expresion:

q=35; (‘1)” = q =Rgq Ecuacion 1. 33
1

4,

Aplicando la transformacion se tiene:

X,

.).}Vp

0,

9]]

2] .
912 9'1/1
9.'3 =(811 Sr2 St4)-Q Ecuacién 1. 34
.21 91/3
QZZ

025

9.31

9.32

922

Andlisis de la cadena virtual (RRR),

Haciendo un analisis similar al que se realiza para llegar a la
Ecuacion 1.28, se utiliza para la cadena virtual.

Wy ) [CaX, +Sa Y -6, (6, e, +Sy.,,+5Bie,s ) -S7.8,.0,5 =50, ¢, (6,46,
v Vi |7 SaX +C(ZY (Cg\nle\ul+SJ/ve\7+Cﬁ\eu) Cy\e»,ze\as7C0\.1ev,1(0»z gu)
Yo, 0,+0,+0,+0,

Ecuacion 1. 35

Expresado de la forma 4,(¢)g=0

0 X
. P

0 Y
0 Ca, SB, ev2Sy,+evlSy; ev2Sy, 0 0 9.‘”
ol -Sa,, CB,, ev2Cy,+ev3Cv, ev3Cy, ev; 0] 9.”
0 0 1 1 11 V!
0 0.,

0 6

v3

Ecuacion 1. 36

Se obtiene la representacion en el espacio de estados de la
cadena virtual (RRR), a partir de la expresion.
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Cop -SOp 0
) SOp Cop 0
% 0 0 1
Z 0,Csch, Csc0,S0, Csc2503 ,
e e, e, ell '
Z' o ( co, co, ] - [se 50, j et [se 56, ]% W,
Q. e e ar & e &
C0,,Csch, _ Csch,S0,, - Csc0,50,e,,
CH CH CH

Ecuacion 1. 37

Se toma la sub-cadena de las variables articulares virtuales

CO3Csch2 _ Csc62563 _ Csc,S6:e,,
) ell ell e,
o co, o 56, , 56 56, , 56 Vo
q, |= Csc@[ 23] Cs 0( “) Cs 9[ 73]63 |7,
p e & TR e & W
* Csch,C6,, _ Csc,56,, _,_ Csct,50;e13 g
eIZ elZ elZ

Ecuacion 1. 38
Analisis de controlabilidad del manipulador 3RRR-(RRR)..

Se analiza la controlabilidad de la Ecuacion 1.34 median-
te la obtencion del corchete de Lie, que corresponde a la
Ecuacion 1.18. Una vez que no se obtienen mas columnas
linealmente independientes, el rango de la matriz extendida
determina cuantas variables son controlables. Para compro-
bar la independencia lineal del nuevo elemento, se hace uso
de la Ecuacion 1.19.

Se resuelve para el manipulador 3RRR-(RRR), utilizando el
corchete de Lie y la base para el algebra de Lie[25]. Para
obtener X4; f=X]yg=X2

Ecuacion 1. 39

X4=[1.g](q)=

S O O O O O

Para obtener X5; f = X2y g = X3
Para obtener X6; f= X3 y g =X, y asi sucesivamente,

La Tabla 2 muestra los resultados de este analisis.

X1 | X2 |X3|X4] X5 | X6 |X7|X8|X9|X10|X11]|X12| XI13 X14
* * 10 [=X1|=X2] 00 JOf O] 0] 0 |=XI=X5=X2=X6

Tabla 2 Corchetes de Lie para tres vectores.

Se concluye que el manipulador 3RRR-(RRR)  es de 3GDL
y al agregar un eslabon virtual de 3GDL, no presenta vec-
tores linealmente independientes adicionales al aplicarle el
algebra de Lie. Por lo que el sistema, aunque se le agreg6 el

| sepTiIEMBRE 2015, VOL. 5

eslabon virtual, sigue siendo de 3GDL y puede ser controla-
do por tres variables cualesquiera del vector de coordenadas
de configuracion en velocidad, incluyendo a las virtuales.

Al introducir un eslaboén virtual las nueve variables, quedan
dependientes al eslabon virtual. Pasando de ser nueve a doce
variables, X, y, 6, 0,, 6,,, 0, 0,, 0,, 0,, 0,, 0., 0., son las
coordenadas de configuracion. Para el caso del manlpulador
paralelo del tipo 3RRR, internamente pueden ser actuados

tres o incluso un eslabon y quedar en funcién de los demas.

La representacion en variables de estado queda en funcion
de las entradas de los parametros de la cadena virtual para
asi poder controlar al manipulador paralelo.

Resultados

Se obtiene la representacion en el espacio de estados del
manipulador 3RRR-(RRR), ver Ecuacion 1.34 donde se
contemplan las juntas activas y pasivas en funcion de las
variables virtuales.

Asi mismo, la actuacion del robot paralelo delta plano 3RRR
se hace a través de una actuacion virtual indirecta. Esto se
logra retroalimentando al modelo en variables de estado del
robot paralelo 3RRR, con el modelo en variables de estado
de la cadena virtual (RRR) , ver Ecuacion 1.34.

Los experimentos realizados fueron pensados para la apre-
ciacion visual de las propiedades del manipulador 3RRR-
(RRR), en funcion de la cadena virtual (RRR),.

Movimiento Sinusoidal del punto de andlisis

Se realiza un movimiento sinusoidal del punto P de anali-
sis con respecto al sistema inercial {x, y}. Este movimiento
permite observar como la velocidad lineal puede cambiar
sin alterar la orientacion de la plataforma movil. Para ello se
introducen perfiles sinusoidales de velocidad a la entrada,
uno desfasado 90° del otro. La velocidad angular se man-
tiene nula.

Simulacion de la cadena virtual (RRR) .

En la Fig. 5 se observa la simulacion de la cadena virtual.
Los parametros de entrada para la cinematica diferencial in-
versa de la cadena virtual son:

Velocidades de entrada de la cadena virtual

, =1Sin(wt)[%},a) =%

Ve :ZCOS(O)I)|:%:|,O)=%

rad
on=0| %]
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Velocidades de entrada:

o= wm(u)[ﬁ],m- x
s Trayectoria Siuscidal cadena virtusl (RRRV

T
e
i

¥ [em]

Figura 5 Cadena virtual (RRR)v en el seguimiento de la trayectoria

El la Fig. 6 se muestran las graficas de la evolucion de las
coordenadas generalizadas de la cadena virtual en el segui-
miento de una trayectoria.

Variables articulares trayectoria Sinusoidal (RRR)v

150 T T T T
3 heta v,2
100 ‘
8
8 50 -
3
2
®
"]
2 heta-i 3
_ﬁ O ---thetav,3
8
>
50
itheta v, 1 : : H : H
-100 i i i i i i i
0 5 10 15 20 25 30 35 40

tiempo t[s]

Figura 6 Variables virtuales.

Simulacion del manipulador paralelo en funcion de las va-
riables virtuales.

Una vez que se tienen las velocidades angulares virtuales
estas se introducen en la Ecuacion 1.32.

En la Fig. 7 se muestra cada bloque que contiene la informa-
cién de la cadena virtual y del manipulador 3RRR-(RRR)..

[l piint P J.T_Vi
I — ”
1 “ , ] P2 51 000 —TV2
vyvmax1 E’—p [T e— W | V)
wmax vitual Chalo Parallel Robot 3RRR

Figura 7 Diagrama de bloques en MatLab

Se obtiene la representacion en el espacio de estados en fun-
cion de las variables virtuales como entradas. En la Fig. 8

se observa el resultado de la simulacion del robot paralelo
3RRR, teniendo como las entradas las variables articulares
virtuales (RRR) .

Manipulador 3RRRH(RRR v en funcién de (RRRv

i

z [cm]

y [em] x [om]
Figura 8 Manipulador 3RRR en funcion de las variables articulares
virtuales.
En la Fig. 9 se muestran las graficas de la evolucion de las
coordenadas generalizadas del robot paralelo 3RRR, en
funcion de la cadena virtual (RRR),

Conclusiones

En este trabajo se obtiene por primera vez dos modelos ci-
nematicos, en variables de estado, de: 1) de un manipulador
3RRR-(RRR), y 2) de un manipulador serial virtual (RRR)..
Cada modelo toma en cuenta todas sus variables de configu-
racion y queda representado por una sola matriz jacobiana.
Lo anterior permite que cuando el efector final del manipula-
dor virtual (RRR), sea controlado alrededor de una trayecto-
ria, este pueda proporcionar una actuacion virtual indirecta
al modelo del manipulador 3RRR-(RRR) , para controlar este
ultimo utilizando parte de la cinematica inversa del primero.

Utilizando el algebra de Lie, sobre el modelo cinematico
del manipulador 3RRR-(RRR) 'y sobre el modelo cinema-
tico inverso de la cadena virtual (RRR) , fue posible hacer
el andlisis de controlabilidad, dando como resultado que el
analisis proporciona la movilidad de cada uno de ellos.

A diferencia de otros trabajos, el modelo en variables de
estado del manipulador 3RRR-(RRR), presentado en este
trabajo incluye: las variables articulares activas, pasivas y
del espacio de trabajo. Por otro lado, los trabajos anterio-
res a este, buscan la solucidon solo para las variables acti-
vas, ajustando un polinomio para modelarla evolucién de
estas. Con la matriz en variables de estado del manipulador
3RRR-(RRR), es posible conocer la evolucion de todas las
juntas activas y pasivas.
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Trayactoria en x, y y orientacion en z Otro problema que establece la literatura es la validacion del

resultado de la cinematica directa por polinomios. El calculo

0 puede implicar un gran nimero de operaciones y por lo tan-

Orientacién; Angular de la platatoma [30°—"" to puede ser muy sensible a errores numéricos de redondeo,

25 por lo que la comprobacion de la validez de las soluciones,

IR > 4 con la cinematica inversa puede ser necesaria. Con el mode-

20 :.c/.;n:;; o lo en variables de estado del manipulador 3RRR-(RRR)  es

posible conocer la velocidad lineal y la angular del efector

15 final del manipulador paralelo en funcion de las velocidades
Posicionisobre ¢l gje "y angulares de la cadena virtual del manipulador (RRR) .

35

posicion
0

La matriz jacobiana que se obtiene del modelo en variables

S T S e e B T mTY de estado para los dos manipuladores es diferente a la que

tiempo se presenta en la literatura. Ademas, para el manipulador

Variables articulares de la cadena 1 paralelo, los modelos actuales representan la cinematica di-

— ferencial de estos manipuladores con dos matrices, una para

thetz 1.2 ] la cinematica diferencial directa y otra para la cinematica
diferencial inversa.

N
=

o
=3

@
=}

o
=}

S
S

Mas importante, este trabajo muestra un nuevo enfoque en
TS NS el analisis de la cinematica de los robots manipuladores se-
rie y paralelo, al utilizar, por un lado, sus modelos en varia-
bles de estado y, por el otro, en funcidn de su cadena virtual.
Esto ultimo promete ser una herramienta novedosa para
tneta 41 R resolver manipuladores paralelos complejos, como el caso
HNN B Sy de robots manipuladores paralelos redundantes o hibridos.
T 2 3 4 5 s v 8 s 1 Queda como trabajo a futuro la propuesta de un esquema de
tlempo control para el manipulador.

Variables articulares de la cadena 2
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