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Resumen
En este artículo, se presenta un enfoque nuevo para obtener el modelo de la cinemática diferencial, matriz jacobiana: por un lado, 
el modelo de un manipulador paralelo delta plano de configuración 3RRR-(RRR)v y por el otro, el modelo de su cadena virtual 
serial (RRR)v. Ambos modelos se presentan en variables de estado y en función de las variables articulares de la cadena virtual. 
El primer modelo facilita el análisis completo de ambos: la cinemática y la controlabilidad del robot delta plano con su cadena 
virtual. El segundo modelo se utiliza para obtener su cinemática inversa, para, retroalimentar al primero. Esta retroalimentación es 
llamada “actuación virtual indirecta”. El enfoque propuesto garantiza que cuando el efector final de la cadena virtual serial (RRR)v 
es controlado alrededor de una trayectoria, el efector final del robot paralelo plano 3RRR también sigue dicha trayectoria; esto se 
debe a que comparten el mismo punto de análisis. Los resultados muestran que es posible controlar un robot paralelo delta plano 
3RRR-(RRR)v a partir de controlar la cadena virtual (RRR)v. El método presentado aquí promete, por lo tanto, ser una herramienta 
útil para resolver robots complejos, como el caso de los robots manipuladores híbridos.

Abstract

This paper presents a new approach to obtain the model of the differential kinematics, on one hand, the model of a planar 
parallel delta manipulator 3RRR-(RRR)v in a single matrix array, on the other hand, the model of its serial virtual chain 
(RRR)v. Both models are shown in state variables and in function of the joint variables of the virtual chain. The first model is 
useful for the complete analysis of both: the kinematic and the controllability of the parallel manipulator. The second model 
is useful for obtaining its inverse kinematics that is later feed backed to the first one. This feedback is called “indirect virtual 
driving.” Furthermore, this approach ensures that when the end effector of the serial virtual chain (RRR)v, is controlled about 
a trajectory, the end effector of the parallel manipulator 3RRR follows this trajectory as well, since they share the same point 
of analysis. The results show that it is possible to control a planar parallel delta manipulator 3RRR-(RRR)v through controlling 
the virtual chain (RRR)v. This method promises to be a tool for solving complex robots such as hybrid robot manipulators.
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Introducción

En robots paralelos, la cinemática inversa consiste en encon-
trarlas variables de las juntas activas y pasivas en función de 
las coordenadas del efector final del robot y puede ser utili-
zada para controlarla posición del efector final. El modelo ci-
nemático de este tipo de robots tiene ecuaciones algebraicas 
con múltiples soluciones[1].

En la cinemática directa de robots paralelos el problema 
es determinar la posición del efector final en función de 
las juntas activas. En general, la solución a este problema 
no es única, de ahí que la cinemática ha sido objeto de una 
intensa investigación, por ejemplo, el trabajo reportado por 
Merlet[1]. Raghavan[2] muestra la solución de la cinemáti-
ca directa de un manipulador paralelo resolviendo en fun-
ción de un polinomio. Merlet[1], Tsai[3] y Ángeles[4] mos-

traron, de igual manera, que el problema de la cinemática 
directa es reducir las ecuaciones de posición a un polinomio 
en función de las variables activas. Sin embargo, la solución 
del polinomio no asegura la correcta evolución de las varia-
bles de las juntas activas y no considera a las juntas pasivas, 
al ejecutar una tarea dada. Por otro lado, no hay algoritmo 
conocido que permita la fácil determinación de una postura 
única para la plataforma móvil[1].

Es importante hacer hincapié en el problema del resultado 
de la cinemática directa por polinomio. El cálculo puede im-
plicar un gran número de operaciones y por lo tanto puede 
ser muy sensible a errores numéricos de redondeo; por esta 
razón la comprobación de la validez de las soluciones con la 
cinemática inversa es normalmente necesaria[3].
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Un problema para los métodos numéricos rápidos es que in-
cluso el más rápido es todavía lento para su uso en tiempo 
real, por ejemplo, para fines de control[4]. Entre los trabajos 
pioneros publicados que han tratado de resolver éste pro-
blema se puede citar a Waldron (1966)[5], quien estudió el 
movimiento instantáneo por teoría de tornillos en cadenas 
cinemáticas cerradas, asimismo, se han propuesto otros mé-
todos de análisis[6-8]. La cinemática diferencial de manipu-
ladores paralelos se complica por la existencia de numerosas 
cadenas cinemáticas cerradas; recientemente, Mohamed[9], 
asimismo, Mohamed y Duffy[10] propusieron la aplicación 
de la teoría de tornillos recíprocos y Sugimoto[11] a su vez, 
propuso la utilización del álgebra de motor para el análisis 
del jacobiano de manipuladores paralelos.

La solución de la cinemática directa e inversa, utilizando la 
integración de la cinemática diferencial, es particularmente 
importante para los manipuladores de cadenas cinemáticas 
cerradas cuyas soluciones no existen, son difíciles de obte-
ner, o son demasiado complejas para ser tratadas; el trabajo 
de Campos, A., R. Guenther, and D. Martins[12], sobre ro-
bots redundantes o paralelos, constituye un buen ejemplo 
de esto.

Chung[13] aborda la cinemática de robots manipuladores 
seriales redundantes planos, utilizando cadenas virtuales y 
subcadenas virtuales, para resolver el problema de la cine-
mática inversa. Chung define a un eslabón virtual como un 
enlace ficticio que conecta a dos articulaciones. Las ventajas 
son que reduce la carga de cómputo y logra la manipulación 
a nivel general mediante la obtención óptima de los ángulos. 
Entre las desventajas que presenta esta estrategia de análi-
sis se puede mencionarque sólo se aplican a robots seriales 
planos, es complicado utilizar el método en manipuladores 
paralelos y tampoco se consideran las velocidades lineales y 
angulares del robot.

Toshio[14] describe al brazo virtual como un manipulador 
que tiene la misma estructura cinemática de un manipulador 
real. Su teoría se basa en un sistema que denomina distribui-
do y que es la representación de la cinemática del manipula-
dor. Así mismo, utiliza la propagación hacia atrás de redes 
neuronales. Entre las ventajas del método se pueden men-
cionar varias; cada subsistema puede trabajar totalmente au-
tónomo, el movimiento de la articulación del manipulador 
redundante se puede calcular de una manera paralela y dis-
tribuida y la redundancia cinemática del manipulador puede 
ser utilizada positivamente usando sub-brazos virtuales. Al-
gunas desventajas del modelo propuesto por Toshio son que 
sólo se puede utilizar en robots seriales redundantes planos, 
asimismo, no toma en cuenta las velocidades lineales y an-
gulares del robot.

Para el caso de la síntesis de mecanismos paralelos se utili-
zan y definen cadenas virtuales seriales y cadenas virtuales 
paralelas[15], las cuales se desarrollan sobre la base de la 
teoría de tornillos. En este caso, cada cadena virtual es pro-

puesta por un análisis exhaustivo de sistemas recíprocos de 
tornillos[16-19].Las cadenas virtuales paralelas constituye 
un tema de investigación que no ha sido resuelto en su to-
talidad[20].Una de las ventajas de aplicar la teoría de torni-
llos es que se obtienen nuevas estructuras de mecanismos 
paralelos con ayuda de las cadenas virtuales que define el 
mismo analista. Entre las desventajas se tiene que sólo se 
aplica para la obtención de nuevas configuraciones de robots 
paralelos, no se realiza el modelado de la cinemática directa, 
inversa y no se obtiene la matriz jacobiana. 

Por otro lado, como parte del tema de cadenas virtuales, se 
definen también las cadenas virtuales de Assur y sus aplica-
ciones en la cinemática diferencial de robots paralelos [12]. 
Las cadenas virtuales de Assur son útiles para la obtención 
de información sobre los movimientos relativos o también 
para imponer restricciones cinemáticas particulares entre 
dos eslabones de una cadena cinemática. Entre las ventajas 
que se pueden mencionar están el hecho de que el método 
utiliza la cinemática diferencial y el mismo eslabón virtual 
se utiliza para restringir el movimiento. Asimismo, se pue-
den definir eslabones virtuales en el plano y en el espacio 
cartesiano. Una de las desventajas de este método radica 
en que aún considerando el eslabón virtual no se obtiene 
una matriz jacobiana que considere a las juntas pasivas de 
robot. Al final se llega a una matriz jacobiana similar a la 
presentada por Gosselin, C. and J. Angeles[21], donde solo 
se contemplan juntas activas y no se presentan resultados de 
simulación para validar los resultados.

En este artículo se presenta un enfoque novedoso para ob-
tener el modelado de la cinemática diferencial de un robot 
manipulador paralelo 3RRR plano en función de una cadena 
virtual. Se propone un método para obtener la representa-
ción cinemática, en el espacio de estados, de un robot para-
lelo 3RRR-(RRR)v, para actuarlo indirectamente por medio 
de su manipulador virtual (RRR)v, el cual sigue una trayec-
toria predefinida.

El trabajo se desarrolla presentando los temas de la siguien-
te manera: Postura del robot, Cinemática diferencial de un 
manipulador 3RRR-(RRR)v, Cadena virtual de un manipula-
dor (RRR)v,  Modelo cinemático de un manipulador 3RRR-
(RRR)v,  Resultados, Conclusiones.

Postura del Robot

Se considera un robot paralelo plano cuya plataforma móvil, 
tiene tres grados de libertad, de los cuales, dos son a lo largo 
de los ejes x e y, y el tercero es una rotación θ alrededor del 
eje z.

La Fig. 1, muestra el robot en estudio, con sus tres cadenas 
cinemáticas independientes, accionadas cada una por un ac-
tuador. Como cada una de estas cadenas debe estar ligada, 
por un lado, a la tierra y por el otro, a la plataforma móvil al 
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mismo tiempo, entonces hay tres puntos de anclaje al suelo 
y tres puntos de unión a la plataforma móvil. 

 
Figura 1. Postura del robot paralelo plano 3RRR

La Figura 1, muestra la postura del robot paralelo plano 
3RRR y se puede describir, como sigue:

ξ θ= [ ]x y T

       Ecuación 1. 1

Donde, la coordenada (x ,y)  describe la posición del punto 
P con respecto al sistema inercial {x ,y}y donde θ=θP, es la 
orientación del manipulador, medida desde el sistema abso-
luto  al sistema local Además, es el vector postura de veloci-
dades del vector  . Sea,  el vector postura de velocidades del 
vector  , expresado en el sistema local , entonces:

 ξ θ ξ= ( )0 RP p        Ecuación 1. 2

 ξ θ ξp
TR
P

= ( )0

      Ecuación 1. 3 
Donde:  

0

0
0

0 0 1
R

Cos Sin
Sin CosP =

( ) − ( )
( ) ( )

















θ θ
θ θ

    

Ecuación 1. 4

Cinématica Diferencial del Manipulador 3RRR-(RRR)v

La cinemática diferencial del manipulador 3RRR-(RRR)v, 
se obtiene a partir de darle solución a las restricciones cine-
máticas que estén en función de las variables generalizadas 
de velocidad y que son seleccionadas de entre el conjunto de 
sus variables de configuración de velocidad.

A. Restricciones cinemáticas del manipulador.

Para obtener las restricciones cinemáticas del manipulador 
se utiliza el método de propagación de velocidades, mostra-
do en [22, 23], partiendo del punto P de la plataforma móvil 
hasta llegar al inicio de cada cadena (ver Fig. 1). 

Una vez que se tienen las restricciones cinemáticas de velo-
cidad de cada cadena, la cinemática diferencial del manipu-
lador paralelo puede ser expresada en el sistema inercial  por 
el sistema de ecuaciones diferenciales de la siguiente forma:
 

A q qT ( ) = 0       
Ecuación 1. 5

             
Donde, ATp(q)∈R(M.N)×(3+M.N) es la matriz asociada a la cine-
mática en el sistema inercial,  q∈R3+M.N es el vector de las 
coordenadas de configuración y q∈R3+M.N es el vector de las 
velocidades de configuración, donde M es el número de ca-
denas y N es el número de actuadores por cadena, siendo:
 
q x y q q q q1,1 1,2 n,m= ( ), , , , ,...,     Ecuación 1. 6

  



  q x y q q q1,1 1,2 n,m= ( ), , , , ,...,θ
   Ecuación 1. 7

Para el manipulador 3RRR se tiene que qnm describe la coor-
denada de configuración de la cadena n de la junta m, donde, 
m=1,…, M; n=1,…, N; M=3 y N=3.

Por otro lado, si  θ=0, es posible encontrar la cinemática 
diferencial interna del manipulador, de la siguiente forma:

A q qT PP
( ) = 0       

Ecuación 1. 8

El hecho de que sea interna, se refiere a que está referencia-
da al sistema local {x P,yP}.

Donde ATp(q)∈R(M.N)×(3+M.N) es la matriz asociada a la cinemá-
tica del manipulador expresada en el sistema local {x P,yP}. 
El vector qP representa al vector de las velocidades de confi-
guración con respecto al sistema local {x P,yP} siendo:

  



  q x y q q qP P P n m= ( ), , , , ,...,, , ,θ 1 1 1 2      Ecuación 1. 9

B. Cinemática en variables de estado

Considerando que se tiene un robot paralelo plano de 3GDL, 
para solucionar el conjunto de ecuaciones diferenciales 
Ecuación 1.8, es conveniente seleccionar el conjunto de va-
riables generalizadas que mejor convenga, para representar 
al sistema en variables de estado. Un caso pueden ser las 
variables de velocidad del punto P expresadas en coorde-
nadas locales: vxP y vyP, así como la velocidad angular ωp, 
del efector final, por lo que la solución a la ecuación, puede 
expresarse de la forma:

CinemátiCa DiferenCial De un manipulaDor paralelo plano 3rrr-(rrr)
v
 Con aCtuaCión virtual inDireCta
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q SP tn= [ ][ ]η      Ecuación 1. 10

Donde Stn son vectores columna y η=[vxP  vyP  ωP]
T es el vec-

tor de entradas. Por lo tanto:

q S S Sp t t t= [ ][ ]1 2 3 η     Ecuación 1. 11

De esta forma se tiene la cinemática interna del robot pa-
ralelo expresada en términos de las variables de entrada η.
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Ecuación 1. 12

Para expresar a la Ecuación 1.12 en el sistema inercial 
{x ,y},  se utiliza la matriz de rotación de postura del sistema 
{x P,yP} al sistema {x ,y}.

Se introduce la matriz de configuración de rotación Rq, 
como una extensión de la matriz 0RP(θP).

R

R

I
I

q

p p

=

( )

















0 0 0

0 0
0 0

θ

α

ρ
   

Ecuación 1. 13

Donde Rq∈R(3+α+ρ)×(3+α+ρ), es una matriz identidad relacionada 
con las juntas activas, Iα∈Rα×α y Iρ es una matriz identidad 
relacionada con las juntas pasivas, Iρ∈Rρ×ρ.

Premultiplicando ambos lados por la Ecuación 1.12 de la 
matriz de rotación Rq se tiene:
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Ecuación 1. 14

El modelo cinemático del manipulador 3RRR-(RRR)v, repre-
sentado en el espacio de estados q=St(q)u, se puede escribir 
de la siguiente forma:
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Ecuación 1. 15

La Ecuación 1.15 expresa las velocidades generalizadas del 
manipulador 3RRR-(RRR)v en términos de las variables de 
entrada η, con respecto al sistema inercial {x ,y}.

Análisis del álgebra de control de Lie

Utilizando la explicación que da [23] y el tutorial para la 
aplicación del álgebra de Lie para robots móviles[24], se 
aplicó el método para analizar la controlabilidad del siste-
ma. Para ello se utiliza la matriz ST(q), que se obtiene de la 
Ecuación 1.16. Donde cada columna se nombrará como un 
vector. Por ello:

S q S S ST T T Tp p P
( ) =  

1 2 3    Ecuación 1. 16

Después se analiza la controlabilidad  mediante la obtención 
del corchete de Lie[24], que corresponde a la expresión:

f g q g
q

f q f
q

g q,[ ]( ) = ∂
∂

( ) − ∂
∂

( )
   

Ecuación 1. 17

Donde [ f,g](q) es el corchete de Lie; f y g son vectores co-
lumna STpi elegidos arbitrariamente. 

El método consiste en obtener el corchete de Lie para todas 
las parejas de vectores columna de la matriz ST(q) y cada que 
se obtiene uno, agregarlo a la matriz ST(q); posteriormente 
se comprueba si la nueva columna agregada es linealmen-
te independiente de las anteriores. De ser así, se mantiene 
la matriz extendida y dicha columna también se considera 
para el análisis de la independencia lineal de los corchetes 
de Lie subsecuentes; si no es linealmente independiente, se 
desecha y se prueba con otro par de columnas.

Es claro que conforme aumenta el tamaño de la matriz, también 
aumentan la cantidad de pares de columnas posibles para probar.

Como [ f,g](q)=-[g,f ](q), por lo que invertir las columnas re-
sultaría en un corchete de Lie linealmente dependiente.

Una vez que ya no se obtienen más columnas linealmente 
independientes, el rango de la matriz extendida determina 
cuántas variables son controlables. Para comprobar la in-
dependencia lineal del nuevo elemento, se hace uso de la 
siguiente ecuación:
 

INGENIERÍA MECÁNICA TECNOLOGÍA Y DESARROLLO    Vol. 5  No. 3  (2015)  321 - 331

Martinez-Zamudio P., Gonzalez-Villela V. J.,  Lopez-Parra M., Ramirez-Reivich A. C.



Ingeniería Mecánica

325

f g q k S k ST n Tp pn
, ...[ ]( ) = + +1 1    Ecuación 1. 18

Si existe una solución para k1,…,kn, entonces el cor-
chete de Lie es linealmente dependiente. Se realiza 
el método hasta que no queda ningún par de vectores 
columna por probar y termina el proceso iterativo de 
los corchetes de Lie. Una base para el álgebra de Lie, 
propuesta por [25] para tres vectores generada por g1, 
g2, g3 es:

g g g
g g g g g g

g g g g g g g

1 2 3
1 2 2 3 3 1

1 1 2 1 1 3 2
, , ,

, , , , ,
[ ] [ ] [ ]
[ ]  [ ]  gg g g g g

g g g g g g g g

1 2 2 1 3

2 2 3 3 1 2 3

, , ,

, , , , ,
[ ]  [ ] 

[ ]  [ ]  11 3 3 2 3, , ,g g g g[ ] [ ] 

Ecuación 1. 19

Para este caso de estudio, se comprobó que, la matriz 
ST(q)  no tiene más columnas nuevas linealmente inde-
pendientes, derivadas del análisis del álgebra de Lie. 
Como el rango de la matriz ST(q)  determina el número 
de variables que son controlables, sólo tres de estas se 
pueden llevar una posición deseada[23, 24].

CADENA VIRTUAL (RRR)v

Definición

En este trabajo se define a la cadena virtual como un ele-
mento que existe en la cinemática del manipulador pero 
no en la dinámica de este. Debido a que la masa de los 
eslabones de la cadena virtual es considerada cero, los 
efectos inerciales en el modelo dinámico son nulos, exis-
tiendo matemáticamente en el modelo cinemático, pero 
no en el dinámico. Esto se puede interpretar que no existe 
físicamente. 

Para seleccionar la cadena virtual del robot paralelo 
3RRR, se siguieron los siguientes pasos: primero, se ob-
tiene el modelo en variables de estado del robot paralelo 
3RRR, aplicando las Ecuaciones 1.5 a 1.15. Posteriormen-
te, se recurre al análisis de controlabilidad, aplicando las 
Ecuaciones 1.17 a 1.19. 

Una vez conocidas el número de variables con las que 
se puede controlar al sistema, se pueden utilizar alguna 
de las cadenas virtuales seriales definidas en la síntesis 
de tipo [20] o definir las propias. La Tabla I y la Fig. 2 
muestra cadenas virtuales que están formadas por jun-
tas rotacionales y prismáticas de 3GDL.

Cadenas equivalentes:
Dos dimensiones

Posición y orientación

[x y θ]

RRR

RPR

PPR

PRP

PRR

Posición

[x y]

RPP

RRP

PPP
Tabla I Cadenas virtuales equivalentes

 Figura 2 Cadenas virtuales de 3GDL

Las coordenadas generalizadas virtuales son:

q x y q q qv v v v v v v= ( ), , , , ,θ 1 2 3    Ecuación 1. 20

 
  



  q x y q q qv v v v v v v= ( ), , , , ,θ 1 2 3    Ecuación 1. 21

Una vez definida la cadena virtual a utilizar se emplea la 
Ecuación 1.5 hasta llegar a la Ecuación 1.15, para obtener 
la representación en variables de estado de la cadena virtual 
(RRR)v, teniendo como salida (xv,yv,θv,q ̇v1, q ̇v2,q ̇v3) y como 
entradas las variables de velocidad del efector final de la 
cadena virtual vxPv

 y vyPv
), así como la velocidad angular ωv.
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Ecuación 1. 22

Una vez que se tiene la representación en variables de es-
tado de la cadena virtual, ver Ecuación 1.22, se toman sólo 
las variables articulares virtuales de la salida obteniendo la 
Ecuación 1.23, que representa a la sub-matriz de la cadena 
virtual.
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Ecuación 1. 23

Por lo que se puede representar por:

qv v PvJ v[ ] = [ ]⋅[ ]Ecuación 1. 24

Modelado cinemático del manipulador 3RRR-(RRR)v

En la Fig. 3, muestra el sistemas de coordenadas para descri-
bir el desplazamiento del efector final del manipulador 3RRR-
(RRR)v en el sistema inercial, así como de los elementos inter-
nos que representan el movimiento relativo entre ellos.

 
 Figura 3 Manipulador paralelo 3RRR y cadena virtual (RRR)v

Se emplea la Ecuación 1.5 hasta llegar a la Ecuación 1.15 
para obtener la representación en variables de estado del 
manipulador 3RRR-(RRR)v que se resuelve en función de 
las variables de la cadena virtual (RRR)v. Las salidas son 
(ẋv, ẏv,θv q̇11, q ̇12…q̇33), donde se contemplan la velocidad 
lineal y angular de la plataforma en función de la cadena 
virtual, las juntas activas, pasivas y como entradas las va-
riables articulares virtuales (q̇v1, q̇v2 q̇v3).
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Ecuación 1. 25

La Ecuación 1.25 queda definida como:
 

x J qD v[ ] = [ ]⋅[ ]      Ecuación 1. 26

Una vez que se obtiene la expresión para la cadena (RRR)v      

utilizando la Ecuación 1.24 para el manipulador 3RRR-(RRR)v 
se sustituye  en la Ecuación 1.26.

x J J vD v Pv[ ] = [ ]⋅[ ]⋅[ ]     Ecuación 1. 27

Restricciones cinemáticas de una cadena del manipulador 
3RRR-(RRR)v

Debido a que la cadena virtual es semejante a las cadenas 
del robot paralelo el análisis es similar y con solo realizar el 
modelado de una cadena se pueden tener las demás[23, 24]. 
Se toma una cadena cinemática del robot paralelo (ver Fig. 
4) para realizar el análisis, quedando de la siguiente forma:

Figura 4. Cadena cinemática del robot paralelo 3RRR

El sistema {x ij,y ij} situado en el punto Pij representa al sis-
tema de coordenadas del j-ésimo eslabón, de la i-ésima junta 
rotacional del manipulador.

Además, el ángulo θp, corresponde a la orientación de los 
ejes coordenados (xp, yp) con respecto al sistema inercial.

El ángulo θij hace referencia a la orientación de los ejes coor-
denados (xij, yij) con respecto al sistema de la plataforma y de 
los eslabones encadenados.
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Ecuación 1. 28
Donde:

α θ θ θ θ

β θ θ θ

γ θ θ

2 2 1 2 2 2 3 2

2 2 1 2 2 2 3

2 2 1 2

= + + − 
= + + 
= +

, , , ,P

, , ,

, ,22     

Ecuación 1. 29

El robot paralelo delta plano del tipo 3RRR, está formado 
por cadenas cinemáticas idénticas, por lo tanto con solo ob-
tener la solución para una cadena se repite el análisis para 
las otras dos cadenas junto con la cadena virtual.
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Ecuación 1. 30

Teniendo la matriz para las tres cadenas cinemáticas del ro-
bot paralelo Ecuación 1.30 y con la cadena virtual se tiene:
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Ecuación 1. 31

Representación en variables de estado.

Utilizando la Ecuación 1.31 para resolver el sistema en va-
riables d estado en función de las coordenadas articulares 
virtuales ηv=θv1, θv2, θv3  se tiene:
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Ecuación 1. 32

De esta forma se tiene la cinemática interna de la plataforma 
expresada en términos de las variables de entrada, por lo que 
para referenciarla al sistema inercial , se aplica una rotación. 
Para esto definimos la matriz de rotación de postura del sis-
tema local {x p,y p} al sistema inercial {x ,y}.

Por lo tanto, multiplicando al sistema por la matriz de rota-
ción la Ecuación 1.13, se tiene la siguiente expresión:
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Ecuación 1. 33

Aplicando la transformación se tiene:

























x
y

vp

vp

vpθ
θ
θ
θ
θ
θ
θ
θ
θ
θ

11

12

13

21

22

23

31

32

22













































= ( ) ⋅





St St St

V

V

V

1 2 4
1

2

3







θ
θ
θ









   

Ecuación 1. 34

Análisis de la cadena virtual (RRR)v

Haciendo un análisis similar al que se realiza para llegar a la 
Ecuación 1.28, se utiliza para la cadena virtual.
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Ecuación 1. 35

Expresado de la forma AT(q)q. =0  
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Ecuación 1. 36

Se obtiene la representación en el espacio de estados de la 
cadena virtual (RRR)v a partir de la expresión. 

INGENIERÍA MECÁNICA TECNOLOGÍA Y DESARROLLO    Vol. 5  No. 3  (2015)  321 - 331

. . .

CinemátiCa DiferenCial De un manipulaDor paralelo plano 3rrr-(rrr)
v
 Con aCtuaCión virtual inDireCta



Septiembre 2015, Vol. 5

328













x
y

q
q
q

C p S p
S p C p

v

v

v

v

v

v

θ

θ θ
θ θ

1

2

3

0
0

0























=

−

00 1
2 3

11
3 2

11

2 3

11

2
3

11

23

12

C Csc
e

Csc S
e

Csc S
e

Csc
C
e

C
e

θ θ θ θ θ θ

θ
θ θ

− −

− −








 +









 −









Csc

S
e

S
e

Csc
S
e

S
e

eθ
θ θ

θ
θ θ

2
3

11

23

12
2

3

11

23

12
113

23 2

12

2 23

12

2 23 13

12

1
C Csc

e
Csc S

e
Csc S e

e
θ θ θ θ θ θ

− − −



































⋅

















V
V
w

xp

yp

p

 
Ecuación 1. 37

Se toma la sub-cadena de las variables articulares virtuales 
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Ecuación 1. 38

Análisis de controlabilidad del manipulador 3RRR-(RRR)v.

Se analiza la controlabilidad de la Ecuación 1.34 median-
te la obtención del corchete de Lie, que corresponde a la 
Ecuación 1.18. Una vez que no se obtienen más columnas 
linealmente independientes, el rango de la matriz extendida 
determina cuántas variables son controlables. Para compro-
bar la independencia lineal del nuevo elemento, se hace uso 
de la Ecuación 1.19.

Se resuelve para el manipulador 3RRR-(RRR)v utilizando el 
corchete de Lie y la base para el álgebra de Lie[25]. Para 
obtener X4; f = X1 y g = X2

X f g q4

0
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0
0
0
0

= [ ] ( ) =

























,

    

Ecuación 1. 39

Para obtener X5; f = X2 y g = X3

Para obtener X6; f = X3 y g = X, y así sucesivamente, 

La Tabla 2 muestra los resultados de este análisis.

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10 X11 X12 X13 X14

* * * 0 =X1 =X2 0 0 0 0 0 0 =X1=X5 =X2=X6

Tabla 2 Corchetes de Lie para tres vectores.

Se concluye que el manipulador 3RRR-(RRR)v es de 3GDL 
y al agregar un eslabón virtual de 3GDL, no presenta vec-
tores linealmente independientes adicionales al aplicarle el 
álgebra de Lie. Por lo que el sistema, aunque se le agregó el 

eslabón virtual, sigue siendo de 3GDL y puede ser controla-
do por tres variables cualesquiera del vector de coordenadas 
de configuración en velocidad, incluyendo a las virtuales.

Al introducir un eslabón virtual las nueve variables, quedan 
dependientes al eslabón virtual. Pasando de ser nueve a doce 
variables, x, y, θ, θ11, θ12, θ13, θ21, θ22, θ23, θ31, θ32, θ33 son las 
coordenadas de configuración. Para el caso del manipulador 
paralelo del tipo 3RRR, internamente pueden ser actuados 
tres o incluso un eslabón y quedar en función de los demás.

La representación en variables de estado queda en función 
de las entradas de los parámetros de la cadena virtual para 
así poder controlar al manipulador paralelo.

Resultados

Se obtiene la representación en el espacio de estados del 
manipulador 3RRR-(RRR)v, ver Ecuación 1.34 donde se 
contemplan las juntas activas y pasivas en función de las 
variables virtuales.  

Así mismo, la actuación del robot paralelo delta plano 3RRR 
se hace a través de una actuación virtual indirecta. Esto se 
logra retroalimentando al modelo en variables de estado del 
robot paralelo 3RRR, con el modelo en variables de estado 
de la cadena virtual (RRR)v, ver Ecuación 1.34.

Los experimentos realizados fueron pensados para la apre-
ciación visual de las propiedades del manipulador 3RRR-
(RRR)v en función de la cadena virtual (RRR)v.

Movimiento Sinusoidal del punto de análisis 

Se realiza un movimiento sinusoidal del punto P de análi-
sis con respecto al sistema inercial {x, y}. Este movimiento 
permite observar cómo la velocidad lineal puede cambiar 
sin alterar la orientación de la plataforma móvil. Para ello se 
introducen perfiles sinusoidales de velocidad a la entrada, 
uno desfasado 90° del otro. La velocidad angular se man-
tiene nula.

Simulación de la cadena virtual (RRR)v.

En la Fig. 5 se observa la simulación de la cadena virtual. 
Los parámetros de entrada para la cinemática diferencial in-
versa de la cadena virtual son:

 Velocidades de entrada de la cadena virtual
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 Figura 5 Cadena virtual (RRR)v en el seguimiento de la trayectoria

El la Fig. 6 se muestran las gráficas de la evolución de las 
coordenadas generalizadas de la cadena virtual en el segui-
miento de una trayectoria.

Figura 6 Variables virtuales.

Simulación del manipulador paralelo en función de las va-
riables virtuales.

Una vez que se tienen las velocidades angulares virtuales 
estas se introducen en la Ecuación 1.32.

En la Fig. 7 se muestra cada bloque que contiene la informa-
ción de la cadena virtual y del manipulador 3RRR-(RRR)v.

 
Figura 7 Diagrama de bloques en MatLab

Se obtiene la representación en el espacio de estados en fun-
ción de las variables virtuales como entradas. En la Fig. 8 

se observa el resultado de la simulación del robot paralelo 
3RRR, teniendo como las entradas las variables articulares 
virtuales (RRR)v.

Figura 8 Manipulador 3RRR en función de las variables articulares 
virtuales. 

En la Fig. 9 se muestran las gráficas de la evolución de las 
coordenadas generalizadas del robot paralelo 3RRR, en 
función de la cadena virtual (RRR)v.

Conclusiones

En este trabajo se obtiene por primera vez dos modelos ci-
nemáticos, en variables de estado, de: 1) de un manipulador 
3RRR-(RRR)v y 2) de un manipulador serial virtual (RRR)v. 
Cada modelo toma en cuenta todas sus variables de configu-
ración y queda representado por una sola matriz jacobiana. 
Lo anterior permite que cuando el efector final del manipula-
dor virtual (RRR)v sea controlado alrededor de una trayecto-
ria, este pueda proporcionar una actuación virtual indirecta 
al modelo del manipulador 3RRR-(RRR)v, para controlar este 
último utilizando parte de la cinemática inversa del primero.

Utilizando el álgebra de Lie, sobre el modelo cinemático 
del manipulador 3RRR-(RRR)v y sobre el modelo cinemá-
tico inverso de la cadena virtual (RRR)v, fue posible hacer 
el análisis de controlabilidad, dando como resultado que el 
análisis proporciona la movilidad de cada uno de ellos.

A diferencia de otros trabajos, el modelo en variables de 
estado del manipulador 3RRR-(RRR)v presentado en este 
trabajo incluye: las variables articulares activas, pasivas y 
del espacio de trabajo. Por otro lado, los trabajos anterio-
res a este, buscan la solución sólo para las variables acti-
vas, ajustando un polinomio para modelarla evolución de 
estas. Con la matriz en variables de estado del manipulador 
3RRR-(RRR)v es posible conocer la evolución de todas las 
juntas activas y pasivas. 
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Figura 9 Coordenadas generalizadas del manipulador.3RRR-(RRR)v
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Otro problema que establece la literatura es la validación del 
resultado de la cinemática directa por polinomios. El cálculo 
puede implicar un gran número de operaciones y por lo tan-
to puede ser muy sensible a errores numéricos de redondeo, 
por lo que la comprobación de la validez de las soluciones, 
con la cinemática inversa puede ser necesaria. Con el mode-
lo en variables de estado del manipulador 3RRR-(RRR)v es 
posible conocer la velocidad lineal y la angular del efector 
final del manipulador paralelo en función de las velocidades 
angulares de la cadena virtual del manipulador (RRR)v.

La matriz jacobiana que se obtiene del modelo en variables 
de estado para los dos manipuladores es diferente a la que 
se presenta en la literatura. Además, para el manipulador 
paralelo, los modelos actuales representan la cinemática di-
ferencial de estos manipuladores con dos matrices, una para 
la cinemática diferencial directa y otra para la cinemática 
diferencial inversa.

Más importante, este trabajo muestra un nuevo enfoque en 
el análisis de la cinemática de los robots manipuladores se-
rie y paralelo, al utilizar, por un lado, sus modelos en varia-
bles de estado y, por el otro, en función de su cadena virtual. 
Esto último promete ser una herramienta novedosa para 
resolver manipuladores paralelos complejos, como el caso 
de robots manipuladores paralelos redundantes o híbridos. 
Queda como trabajo a futuro la propuesta de un esquema de 
control para el manipulador.
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